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Abstract 
The equivalent condition and two sufficient conditions of complete convergence were obtained 
based on a monotone decreasing real sequence converging to 0, when the convergence of a ran-
dom variables sequence was considered. At the same time, the related issues about almost sure 
convergence and convergence in probability were researched. The interrelations of these condi-
tions were obtained and exemplified. 
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摘  要 

在随机变量序列收敛性的判断中，考虑了单调递减趋于0的实数数列，得到了随机变量序列完全收敛的

等价条件和两个充分条件。同时研究了序列的几乎必然收敛和依概率收敛，用例子说明了这些条件之间

的相互关系。 
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1. 引言 

随机变量序列完全收敛能推导出几乎必然收敛,几乎必然收敛能推导出依概率收敛[1]。目前有大量文

章研究相依随机变量序列的收敛性问题，文献[2] [3]研究了有关混合序列加权和的完全收敛性，文献[4] [5] 
[6]研究了混合序列加权和的几乎必然收敛性。而对于一般的随机变量序列，文献[7]在研究几乎必然收敛

时考虑了以单调递减趋于 0 的实数数列，得到判断几乎必然收敛的一个等价条件。 
本文在研究随机变量序列的收敛性时，考虑了单调递减趋于 0 的实数数列。在考虑以单调递减趋于

0 的实数数列应用到完全收敛性的判断中，得到了判断完全收敛的一个等价条件，同时研究了完全收敛

性判断的两个充分条件。这些研究都是针对一般的随机变量序列，没有独立性或同分布的要求。并且用

简单的例子说明了这些条件之间的相互关系。 

2. 随机变量序列收敛定义及相关定理 

首先给出随机变量序列几种收敛的定义。 
定义 2.1 ([1]) 随机变量序列 1 2, ,X X 依概率收敛到随机变量 X，当且仅当下式成立 

( )lim 0, 0nn
P X X ε ε

→∞
− > = ∀ >                               (1) 

简记为 p
nX X→ 。 

定义 2.2 ([1]) 随机变量序列 1 2, ,X X 几乎必然收敛到随机变量 X，当且仅当下式成立 

( )lim 1nn
P X X

→∞
= =                                     (2) 

简记为 a.s.
nX X→ 。 

定义 2.3 ([1]) 随机变量序列 1 2, ,X X 完全收敛到随机变量 X，当且仅当下式成立 

( )
1

, 0n
n

P X X ε ε
∞

=

− > < ∞ ∀ >∑                               (3) 

简记为 c.c.
nX X→ 。 

三种收敛性之间的关系是([1]) 
c.c. a.s. p

n n nX X X X X X→ ⇒ → ⇒ →  

下面定理 2.1 给出了几乎必然收敛的一些等价条件。 
定理 2.1 ([1]) a.s.

nX X→ 与下面每个式子等价 

{ }
1

0, 0m
n m n

P X X ε ε
∞ ∞

= =

 
− > = ∀ > 

 


                            (4) 
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{ }lim 0, 0mn m n
P X X ε ε

∞

→∞ =

 
− > = ∀ > 

 


                           (5) 

1 1

1 0m
k n m n

P X X
k

∞ ∞ ∞

= = =

  − > =  
  



                              (6) 

1

1lim 0mk n m n
P X X

k

∞ ∞

→∞ = =

  − > =  
  



                             (7) 

1lim lim 0mk n m n
P X X

k

∞

→∞ →∞ =

  − > =  
  



                             (8) 

令正实数序列 1 2, ,ε ε   单调递减以 0 为极限，容易证明下面关系式成立 

{ }
1 1 1 1

1
m m k

k n m n k n m n
X X X X

k
ε

∞ ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= = = = = =

 − > = − > 
 

 

 

由上式即得到下面的推论 
推论 2.2 a.s.

nX X→ 与下面三个式子均等价 

{ }
1 1

0, s.t. 0k m k
k n m n

P X Xε ε
∞ ∞ ∞

= = =

 
∃ ↓ − > = 

 


                         (9) 

{ }
1

0, s.t. lim 0k m kk n m n
P X Xε ε

∞ ∞

→∞ = =

 
∃ ↓ − > = 

 


                       (10) 

{ }0, s.t. lim lim 0k m kk n m n
P X Xε ε

∞

→∞ →∞ =

 
∃ ↓ − > = 

 


                       (11) 

注 2.1 当取
1

k k
ε = 时，(9)式即为(6)式，(10)式即为(7)式，(11)式即为(8)式。 

考虑单调递减趋于 0 的实数数列，文献[7]给出了几乎必然收敛另外的等价条件。 
定理 2.3 ([7]) a.s.

nX X→ 等价于 

{ }0, s.t. lim 0k k kn k n
P X Xε ε

∞

→∞ =

 
∃ ↓ − > = 

 


                         (12) 

值得注意的是，(12)式中随机变量序列{ }kX 的下标和正实数序列{ }kε 的下标有直接的关系，这不同

于上面推论 2.2 中的三个式子。 
由概率的连续性即得到 a.s.

nX X→ 与下面式子等价 

{ }
1

0, s.t. 0k k k
n k n

P X Xε ε
∞ ∞

= =

 
∃ ↓ − > = 

 


                          (13) 

3. 主要结果及证明 

如同几乎必然收敛的判定一样，在完全收敛的判定中引入单调递减趋于 0 的实数数列，得到下面的

定理。 
定理 3.1 对随机变量序列 1 2, ,X X 及随机变量 X，有 c.c.

nX X→ 与下式等价 

( )
1

0, s.t.n n n
n

P X Xε ε
∞

=

∃ ↓ − > < ∞∑                             (14) 
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证“⟸”：因为存在使(14)式成立的数列{ }nε ， 0nε ↓ ，所以对任意 0ε > ，必存在 N，当 n N> 时，

nε ε< 。由此得当 n N> 时， ( ) ( )n n nP X X P X Xε ε− > ≤ − > ，有 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 1 1

1 1

N

n n n n
n n n N

N

n n n
n n

P X X P X X P X X

P X X P X X

ε ε ε

ε ε

∞ ∞

= = = +

∞

= =

− > ≤ − > + − >

≤ − > + − > < ∞

∑ ∑ ∑

∑ ∑
 

得 c.c.
nX X→ 。 

“⟹”：若 c.c.
nX X→ ，取实数序列{ }nη ， 0nη ↓ ，则对 1 0η > ，有 

( )1 1
1

n
n

M P X X η
∞

=

= − > < ∞∑  

又因为 

( )2
1

n
n

P X X η
∞

=

− > < ∞∑  

所以存在正整数 1N ，使得 

( )
1

2 2
1

1
2n

n N
P X X η

∞

= +

− > <∑  

所以有 

( ) ( )
1

1

1 2 1 2
1 1

1
2

N

n n
n n N

P X X P X X Mη η
∞

= = +

− > + − > < +∑ ∑  

同理，对 0kη > ，存在正整数 1kN − ，使得 

( )
1

2
1

1

k
n k

n N
P X X

k
η

−

∞

= +

− > <∑  

对 1 0kη + > ，存在正整数 kN ，且满足 1 1k kN N− + ≤ ，使得 

( )
( )1 2

1

1
1k

n k
n N

P X X
k

η
∞

+
= +

− > <
+

∑  

所以 

( ) ( )
1 1

2
1 1

1k

k k

N

n k n k
n N n N

P X X P X X
k

η η
− −

∞

= + = +

− > ≤ − > <∑ ∑  

令 0 0N = ，有 

( )
1

1 2
1 1 1

1k

k

N

n k
k n N k

P X X M
k

η
−

∞ ∞

= = + =

− > < + < ∞∑ ∑ ∑  

对每个 1k ≥ ，当 1 1k kN Nn− + ≤ ≤ 时，取这些 n kε η= 。由此得 0nε ↓ ，而且满足 

( ) ( )
1

1 2
1 1 1 1

1k

k

N

n n n k
n k n N k

P X X P X X M
k

ε η
−

∞ ∞ ∞

= = = + =

− > = − > < + < ∞∑ ∑ ∑ ∑ 。               □ 

由 Borel-Cantelli 引理知 c.c. a.s.
n nX X X X⇒→ → ，但 a.s. c.c.

n nX X X X⇒/→ → ，如下例。 

例 3.1 设 1 2, , ,ξ ξ ξ 是独立同分布的随机变量序列，ξ 服从双边 Pareto 分布，其密度函数为 
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( )
3 , 1

0,
x xf x

− >= 
 其它

当  

则 2E ξ = < ∞， ( ) 0E ξ = ， ( )2E ξ = ∞。令 1 2 n
nX

n
ξ ξ ξ+ +

=


，由 Kolmogorov 强大数定律([1], p. 295)，

a.s. 0nX E ξ→ ⇔ <∞且 ( ) 0E ξ = ；由 Hsu-Robbins-Erdos 强大数定律([1]，p312)， 

( )c.c. 20nX E ξ ⇔→ <∞且 ( ) 0E ξ = 。由此知 a.s. 0nX → ，但 c.c. 0nX → 不成立。 

由(5)式知 a.s.
n n

pX X X X→ →⇒ ，但 a.s.
n

p
nX X X X→ ⇒ →/ ，如下面的例子。 

例 3.2 令随机变量 nX 的分布为 ( ) 10 1nP X
n

= = − ， ( ) 11nP X
n

= = ，则对 0 1ε< < ，有 

( ) ( ) 10 1 0n nP X P X
n

ε− > = = = → 当 n →∞，得 0n
pX → 。然而当随机变量序列 1 2, ,X X 相互独立时，

对任意 0 1ε< < ， 

( ) ( ) 2
1 1 1

10 1n n
n n n

P X P X
n

ε
∞ ∞ ∞

= = =

− > = = = = ∞∑ ∑ ∑  

由 Borel-Cantelli 引理知 a.s. 0nX → 不成立。 

下面的命题 3.2 和 3.3 是两个很强的条件。 
命题 3.2 设有随机变量序列 1 2, ,X X 及随机变量 X，若 

( )0, s.t. 0, for allk n k kP X Xε ε ε∃ ↓ − > =                         (15) 

则 ( ) 1,nP X X n= = ∀ 。简记为
a.s.

,n nX X= ∀ 。 

证 因 

( ) ( )

{ }

( )
1

1

0

0

n n

n k
k

n k
k

P X X P X X

P X X

P X X

ε

ε

∞

=

∞

=

≠ = − ≠

 
= − > 

 

≤ − > =∑



 

所以 

( ) ( )1 1 0 1n nP X X P X X= = − ≠ = − = .                            □ 

易知(15)式⟺
a.s.

,n nX X= ∀ ，因从右推出左是显然的。 

若对任意 n，下式成立 

( )0, s.t. 0n n nP X Xε ε∃ ↓ − > =                              (16) 

则容易知道(16)式比(15)式给的条件稍弱，因 k n≥ 时， k nε ε≤ ，所以(15)式⟹(16)式。然而(16)式⇏(15)
式，如下面的例 3.3。 

例 3.3 令随机变量 nX 的分布为 ( ) 10 1nP X
n

= = − ，
1 1

nP X
n n

 = = 
 

。令 0X = ，正实数序列 1 2, ,ε ε 取

为
2

n n
ε = ，则有(16)式成立。但对任意的正实数序列 1 2, ,ε ε′ ′

单调递减以 0 为极限，知当
1

k n
ε ′ ≥ 时，

( )0 0n kP X ε ′− > = ；当
1

k n
ε ′ < 时， ( ) 1 10 0n k nP X P X

n n
ε  ′− > = = = > 

 
。对任意给定 n 必有某些

1
k n
ε ′ < ，
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所以(15)式不成立。 
上面直接由 nX 的分布容易得到 a.s. 0nX → ，因对样本空间中任意ω ，有 ( )lim 0n nX ω→∞ = ，所以

( )( )lim 0 1n nP X ω→∞ = = 。 

下面命题说明(16)式比完全收敛的条件更强。 
命题 3.3 设有随机变量序列 1 2, ,X X 及随机变量 X，若(16)式成立，则(3)式成立。 
证 因存在使(16)式成立的数列{ }nε ， 0nε ↓ ，所以对任意 0ε > ，必存在 N，当 n N> 时， nε ε< ，

由此得到 

( ) ( ) ( )

( )
1 1 1

1
0

N

n n n n
n n n N

N

n
n

P X X P X X P X X

P X X

ε ε ε

ε

∞ ∞

= = = +

=

− > ≤ − > + − >

= − > + < ∞

∑ ∑ ∑

∑
 

得(3)式成立。                                                                             
由命题 3.3 知，(16)式成立可得(3)式成立，从而 a.s.

nX X→ 。不过也很容易地由(16)式直接得到

a.s.
nX X→ 。因对任意 0ε > ，存在 N，使得当m N> 时， mε ε< ，所以当 n N> 时 

{ } ( ) ( ) 0m m m m
m n m nm n

P X X P X X P X Xε ε ε
∞ ∞ ∞

= ==

 
− > ≤ − > ≤ − > = 

 
∑ ∑

 

从而 

{ }lim 0mn m n
P X X ε

∞

→∞ =

 
− > = 

 


 

得(5)式成立，所以有 a.s.
nX X→ 。 

由命题 3.3 知，(16)式⟹(3)式，但(3)式⇏(16)式，如下面的例 3.4。 
例 3.4 设有随机变量序列 1 2, ,X X ，其中 nX 的分布律为 

( ) ( )2 2

1 10 1 , 1n nP X P X
n n

= = − = =  

则对任意 0 1ε< < ，有 

( ) ( ) 2
1 1 1

10 1n n
n n n

P X P X
n

ε
∞ ∞ ∞

= = =

− > = = = < ∞∑ ∑ ∑  

所以(3)式成立。然而对任意的正实数序列 1 2, ,ε ε 单调递减以 0 为极限，存在 N，当 n N> 时， 1nε < 。

所以当 n N> 时， ( ) ( ) 2

10 1 0n n nP X P X
n

ε− > = = = > 。由此得(16)式不成立。 

由以上命题，有如下结论 
a.s.

nX X= ⟺(15)⇒(16)⇒(14)⟺ c.c
nX X→ ⇒ a.s.

nX X→ ⟺(12)⇒ p
nX X→  

而且举例说明了上面蕴含关系的相反方向不成立。 
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