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Abstract 

In view of the topological number of n-element finite set, this paper studies two kinds of trans-
formations: alpha transform and beta transform, and obtains various classifications; considers the 
closed case of intersection and union operations, and excludes the case that the topology cannot 
be constructed. Thus, recursion counts for various cases are carried out, and the counting formula 
of the corresponding situation is obtained. 
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摘  要 

针对n元有限集的拓扑数探究，本文通过研究两种变换：α变换和β变换，得到各种分类的情况；再考虑

交并运算封闭的情况，排除掉不能构成拓扑的情况；从而对各种情况进行递推计数，得到相应情况的计

数公式。 
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1. 引言及主要结果 

拓扑是研究几何图形或空间在连续改变形状后还能保持不变的一些性质的一个学科。有了具体的拓

扑定义之后，在二十世纪三十年代便有人提出有限集上的拓扑计数问题，即是探究拓扑数量与元素个数

之间的关系表达式。但若采用穷举法求取一个 n 元集合 nX 的拓扑数，其时间复杂度为 ( )22
n

O 。故而，从

(n − 1)元集合的拓扑结构性质来递推 n 元集合的拓扑结构显得事半功倍。 
而在近现代对拓扑计数问题的研究成果中，国内有相关的研究： 
郭志勇在 1991 和 1992 年发表了[1] [2]，定义了多种特殊的拓扑并进行相关讨论； 
何昌和熊明在 1995 年发表了[3]，给出了一个有限集合上的拓扑数估计公式； 
张震于 2001 年发表的[4]，主要研究了 n 元有限集上互不同胚拓扑的计数问题； 
2006 年，洪彩霞在郭志勇的文章基础上对问题进行深入探讨，并发表了[5]； 
岳崇山，张贺和景海斌等人在 2007 年发表的[6]，给出了一个拓扑存在性的必要条件：设 τ为一 n 元

集合上的拓扑，则满足 2 2 2n nn τ− + ≤ < 的拓扑不存在； 
赵婷婷等人在 2013年和 2014年发表的[7] [8]，主要讨论了如何计算给定有限集合上的拓扑数的算法； 
洪楠坤于 2016 年发表的[9]中，主要研究了 n 元有限集上的拓扑数 ( )T n 和 0T 拓扑个数 ( )0T n 的一些 

性质，得到 ( ) ( ) ( ) ( )
1

1

n

i

n
T n T i B n C n

i

−

=

 
= + + 

 
∑ ，其中， ( )C n 表示所定义的拓扑在 n 元有限集上的拓扑数， 

( )B n 表示 n 元集合上的 σ-代数的个数。 
基于上述相关文献资料的基础，得到本文研究成果： 
针对 n 元有限集的拓扑数探究，本文通过研究两种变换：α 变换和 β 变换，得到各种分类的情况：

{ }1 1, ,n nX X Aφ − ∪ 、{ }1 2, ,n nX X Aφ − ∪ 、{ }1 1 2, ,n nX X A Aφ − ∪ ∪ 、 { }{ }1 2, , ,n n nX X x Aφ − ∪ 、 
{ }{ }1 1 2, , ,n n nX X x A Aφ − ∪ ∪ 。 

再考虑交并运算封闭的情况，排除掉不能构成拓扑的情况有：当 { }1A φ≠ 时， 

{ }1 2, ,n nX X Aφ − ∪ , 

{ }1 1 2, , , ,n nX X A Aφ •
−

 , 

{ }{ }1 2, , ,n n nX X x Aφ − ∪ , 

{ } { }{ }1 1 2 1, , , , , ,n n n nX X A A A x xφ •
− ∪   

均不构成拓扑。 
从而对各种情况进行递推计数，得到(表 1)。其中，未知量 1Q ， 2Q 等代替无法直接求取出计数结果

的拓扑情况(所有符号定义见表 2)。 
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Table 1. Counting formulas 
表 1. 计数公式 

变换 α的总计数公式
 2

1 1, 2 1 1, 2 12 4 2 2n n
n n p nP T U W Q−
− − + −− + + + +  

变换 β的总计数公式
 2

1 2
1 1 1, 2 1 1, 2 2

1

3 3 2 5 2
n

k n n
n n k n p n

k

P C P T U W Q
−

− −
− − − + −

=

+ + ⋅ − + + +∑  

总的计数公式 

2
2 1

1, 2 1 1, 2 1 1 1
1

2
1, 2 1 1, 2 2

2 4 2 3 3 2

5 2

n
n n k n

n p n n n k
k

n
n p n

T U W Q P C P

T U W Q

−
− −

− + − − −
=

−
− + −

− + + + + + + ⋅

− + + +

∑  

2. 预备知识 

本节先给出需要用到的相关定义与符号概念： 
定义 2.1 设 X 是一个非空集合，τ为集合 X 上的一族子集，称 τ为 X 上的一个拓扑，当且仅当： 
1) X 和空集φ 在 τ中； 
2) τ中任意个元素的并集仍在 τ中； 
3) τ中有限个元素的交集仍在 τ中。 
于是称，集合 X 和它的拓扑 τ共同构成了一个拓扑空间，记为(X，τ)；称 τ中的元素为这个空间的开

集[10]。 
定义 2.2 称一个拓扑空间(X，τ)满足 0T 公理，若对于任何不同两个点 ,x y X∈ ，存在 τ中的开集包含 

其中一个，而不包含另一个，此时称 τ为 X 上的 0T 拓扑。本文用 ( )0T n 表示 n 元有限集合上的 0T 拓扑个数，

其中 2n ≥ 。 
定义 2.3 设 X 是一个非空集合，Ω 是 X 的一族子集，我们称Ω 是 X 上的一个 σ代数，当且仅当： 
1) φ ∈Ω； 
2) 若 A∈Ω，则 A 的补集 \X A∈Ω； 
3) Ω中任意个元素的并仍属于 X。 
定义 2.4 集合 S 上的一个分割是指 S 的一族两两互不相交的非空子集，它们的并是 S，且排除掉分割

情况为{ }, Sφ ；n 元有限集合 nX 的分割数是指 nX 上所有可能的分割的个数，记为 nX 。即， nX 表示 n 元 

有限集 { }1 2, , , nx x x 的分割成各个子集
1 2
, , ,

ka a aC C C  ( 2k ≥ )，使得
1

s

k

a
s

C φ
=

=


且 1
1

s

k

a n
s

C X −
=

=


，同时 

saC φ≠ 成立的情况种数。 

利用贝尔数 nB  (Bell Number)直接求得： ( )
1

1 2

1
1 ,

n n

n n k
k k

n
X B B S n k

k

−
∗

= =

− 
= − = = 

 
∑ ∑ ，其中， ( ),S n k 是第

二类 Stirling 数，其值为把基数为 n 的集划分为正好 k 个非空集的方法的数目。 
另外，相关符号概念整理如表 2 所示。 

3. 变换描述 

当 n = 1 时，拓扑数为 1。当 2n ≥ 时，记 1n − 元有限集的拓扑个数为 1nP − ，设其形为{ }1 1, nX Aφ − ∪ ，

其中 { }1 1 2 1, , ,n nX x x x− −=  ， 1
1 2 nXA −⊆ ，这里{ }1 1, nX Aφ − ∪ 包含了{ }1, nXφ − 的情况，但 1 1nX A− ∉ 。 

记 { }1n n nX X x−= ∪ ，设 2A 是将 1A 中的所有元素分别加入 nx 之后所成的集合。 
针对 n 元有限集的拓扑数探究，将 n − 1 元素拓扑情况递推到 n 元素拓扑情况，考虑并运算封闭，可

进行两种变换，把 n 元有限集的拓扑情况分类成 α变换和 β变换的结果(表 3)。 
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Table 2. Implications of correlation symbols 
表 2. 相关符号含义 

符号 表示含义 相关表达式 

1A  
作为 n − 1 元集的幂集的子集， 

形为 { }1 1, nX Aφ − ∪ 为 n − 1 元有限集的拓扑 

1
1 2 nXA −⊆ ，其中 { }1 1 2 1, , ,n nX x x x− −=  ； 

这里 { }1 1, nX Aφ − ∪ 包含了 { }1, nXφ − 的情况， 

但 1 1nX A− ∉  

2A  将 1A 中的所有元素分别加入 nx 之后所成的集合 \ 

nX ∗

 

n 元有限集 { }1 2, , , nx x x 的分割成各个子集 1 2
, , ,

ka a aC C C ( 2k ≥ )，

使得
1

s

k

a
s

C φ
=

=


且 1
1

s

k

a n
s

C X −
=

=


，同时 saC φ≠ 成立的情况种数 
( )

2

,
n

n
k

X S n k∗

=

= ∑
 

jC  1A 中的元素 \ 

iB  2A 中的元素 { }i i nB C x= ∪  

1A

 1A 中只有单个子集的情况 
1 1nA X −⊆

， 

且 1 1 1, nA A Xφ −≠ ≠   

1A•

 \ 1 1 1\nA X A•
−=   

2A•

 \ 2 1\nA X A• =   

pj
C⊕  将“ 1A 中的元素为：若为有 p 个元素的集合”，归为一类，记为 pj

C⊕  1kj
C

+

⊕
比 kj

C⊕
的元素个数多 1 

qi
B⊕  将“ 2A 中的元素为：若为有 q 个元素的集合”，归为一类，记为 qi

B⊕  1ki
B

+

⊕
比 ki

B⊕
的元素个数多 1 

 
Table 3. Transform classification 
表 3. 变换分类 

变换 α 

α-1 { }1 1, ,n nX X Aφ − ∪  

α-2 { }1 2, ,n nX X Aφ − ∪  

α-3 { }1 1 2, ,n nX X A Aφ − ∪ ∪  

α-4 
{ }{ }1 2, , ,n n nX X x Aφ − ∪

 

α-5 
{ }{ }1 1 2, , ,n n nX X x A Aφ − ∪ ∪

 

变换 β 

β-1 { } 1, nX Aφ ∪  

β-2 { } 2, nX Aφ ∪  

β-3 { }{ } 2, ,n nX x Aφ ∪  

β-4 { } 1 2, nX A Aφ ∪ ∪  

β-5 { }{ } 1 2, ,n nX x A Aφ ∪ ∪  

4. 几个重要引理及性质 

通过变换 α和变换 β可知，在具体的拓扑情况中有以下几个重要引理： 
引理 4.1 考虑交运算封闭，当 { }1A φ≠ 时，α-2 情况不构成拓扑。 
证明：记 { }1 1 2, , , kA C C C=  ， { }2 1 2, , , kA B B B=  ，其中 { }i i nB C x= ∪ ，则 

( ) { }1 1 2, ,i n n nB X X X Aφ− −∩ ∉ ∪  
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故而，当 { }1A φ≠ 时，{ }1 2, ,n nX X Aφ − ∪ 的类型不构成拓扑。 
引理 4.2 记 1A 中的元素分别为 1 2, , , kC C C ； 2A 中的元素分别为 1 2, , , kB B B ；其中 { }i i nB C x= ∪ ，

则对于{ }1 1 2 1 2, , , , , , , , , ,n n k kX X C C C B B Bφ −   ，当 { }1 1 2 1, , , k nA C C C X ∗
−= ∈ 时，只有 2A 为单元素时才能构 

成拓扑，其中 1nX ∗
− 表示 n − 1 元有限集{ }1 2 1, , , nx x x − 的分割成各个子集

1 2
, , ,

ka a aC C C  ( 2k ≥ )，使得

1
s

k

a
s

C φ
=

=


且 1
1

s

k

a n
s

C X −
=

=


，同时
saC φ≠ 成立的情况种数。

 

证明：若 2k ≥ ，则当 { }1 1 2 1, , , k nA C C C X ∗
−= ∈ 时，有 

{ } { }1 1 2, ,a b n n nB B x X X A Aφ −∩ = ∉ ∪ ∪ , { }, 1, 2, ,a b k∀ ∈   

故而，当 { }1 1 2 1, , , k nA C C C X ∗
−= ∈ 时，只有 2A 为单元素时才能构成拓扑。 

引理 4.3 1A 中只有单个子集设为 1A， 1 1nA X −⊆ ，且 1A φ≠ ， 1A φ≠ ； 
记 2 1\nA X A• =  ，比如当 n = 3 时， { }1 1A x= ，那么 { }2 2 3,A x x• = ； 
此时，{ }1 1 2, , , ,n nX X A Aφ •

−


的类型不构成拓扑。 
证明：因 1A φ≠ ， 1 1nA X −≠ ； 2 1\nA X A• =  ，所以有 ( ) { }2 1 1 1 2, , , ,n n nA X X X A Aφ• •

− −∩ ∉ 

，故而此时，

{ }1 1 2, , , ,n nX X A Aφ •
−



的类型不构成拓扑。 
引理 4.4 形如 { }{ }1 2, , ,n n nX X x Aφ − ∪ 的类型，当 { }1A φ≠ 时，不构成拓扑情况。 
证明：记 { }1 1 2, , , kA C C C=  ， { }2 1 2, , , kA B B B=  ，其中 { }i i nB C x= ∪ ，则 

( ) { }{ }1 1 2, , ,i n n n nB X X X x Aφ− −∩ ∉ ∪  

故而，当 { }1A φ≠ 时， { }{ }1 2, , ,n n nX X x Aφ − ∪ 的类型不构成拓扑。 

引理 4.5 形如 { } { }{ }1 1 2 1, , , , , ,n n n nX X A A A x xφ •
− ∪  的类型，当 { }1A φ≠ 时，不构成拓扑情况；其中，

1 1nA X −≠ 且 1A φ≠ ， 1A为 1nX − 的单个子集，而 2 1\nA X A• =  。 

证明：因 1 1nA X −≠ 且 1A φ≠ ， 1A为 1nX − 的单个子集，而 2 1\nA X A• =  ，则 

( ) { } { }{ }2 1 1 1 2 1, , , , , ,n n n n nA X X X A A A x xφ• •
− −∩ ∉ ∪   

故而， { } { }{ }1 1 2 1, , , , , ,n n n nX X A A A x xφ •
− ∪  的类型不构成拓扑。 

引理 4.6 考虑交运算封闭，当 { }1A φ≠ 时，(β-2)情况只能是 k = 1，总共有 ( )12 2n− − 种。 
证明：记 { }1 1 2 1, , , k nA C C C X ∗

−= ∈ ， { }2 1 2, , , kA B B B=  ，其中 { }i i nB C x= ∪ ， 1nX ∗
− 同上述，若 2k ≥ ，

则 { } { } 2,a b n nB B x X Aφ∩ = ∉ ∪ ， { }, 1, 2, ,a b k∀ ∈  。 
故而，当 { }1A φ≠ 时，(β-2)的类型只能是 k = 1，总共有 ( )12 2n− − 种。 
在具体情况中探究拓扑个数(比如以下两种情况)，也得到一些相关结论： 
情况一：将 1A 中的元素分类为

1 2
, , ,

pj j jC C C⊕ ⊕ ⊕
 ； 2A 中的元素分类为

1 2
, , ,

qi i iB B B⊕ ⊕ ⊕
 ；其中 { }i i nB C x= ∪ ，

且 p q≠ ，同时满足
1 2 pj j jC C C⊕ ⊕ ⊕⊆ ⊆ ⊆ ，

1 2 qi i iB B B⊕ ⊕ ⊕⊆ ⊆ ⊆ ；而且在这里假定
1kj

C
+

⊕
比

kj
C⊕

的元素个数多

1，则也有
1ki

B
+

⊕
比

ki
B⊕

的元素个数多 1。 

引理 4.7 当选定好了{ }1 2
, , ,

qi i iB B B⊕ ⊕ ⊕
  (1 2 q< < < )时，有 { }1 1 2

, , ,
pi j j jC C C C⊕ ⊕ ⊕ ⊕∈  ；同理，当选定好

了{ }1 2
, , ,

pj j jC C C⊕ ⊕ ⊕
  (1 2 p< < < )时，有 { }1 2

, , ,
p qj i i iB B B B⊕ ⊕ ⊕ ⊕∈  。 

引理 4.8 { }1j
C⊕ 有 1

1nC − 种情况，{ }pjC⊕ 有 1
p

nC − 种情况， 
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1k pj jC C⊕ ⊕⊆ 形式的情况有： 1

1

1

1
1

p
kp

n p
k

C C
−

−
=
∑ 种； 

1 2k k pj j jC C C⊕ ⊕ ⊕⊆ ⊆ 形式的情况有：
2

2 1
2

1 2

1 1

1
1 2

k p
k kp

n p k
k k

C C C
− −

−
= =
∑ ∑ 种； 

… 

1 2 1k k k ppj j j jC C C C
−

⊕ ⊕ ⊕ ⊕⊆ ⊆ ⊆ ⊆ 形式，即为
1 2 1p pj j j jC C C C

−

⊕ ⊕ ⊕ ⊕⊆ ⊆ ⊆ ⊆ 形式的情况有： 1 2 1
1 1 2

p p p
n p pC C C C− −
− − 

种。 
性质 4.1 当 a b≥ 时，有

a b bj i jC B C⊕ ⊕ ⊕∩ = ；
a b aj i iC B B⊕ ⊕ ⊕∪ = ；即是

a b uj i jC B C⊕ ⊕ ⊕∩ = ；
a b vj i iC B B⊕ ⊕ ⊕∪ = ，其中，

{ }min ,u a b= ， { }max ,v a b= 。 

情况二：针对{ }1 1 2, ,n nX X A Aφ − ∪ ∪ 的拓扑类型，设 1A 中的元素分别为
1 2
, , , ,

m pr r r jC C C C⊕
 ； 2A 中的

元素分别为
1 2
, , ,

qz z zB B B
； 

假定
1 2
, , , ,

m pr r r jC C C C⊕
 等各自所含元素个数均不相同，且 { } { }1 2 1 2 1

, , , , , ,
m pr r r j j jC C C C C C

−

⊕ ⊕ ⊕⊆  ；

1 2
, , ,

qz z zB B B
等各自所含元素个数也均不相同。 

性质 4.2 对于选定的{ }1 2
, , , ,

m pr r r jC C C C⊕


，{ }1 2
, , ,

xz z zB B B 可选择 

{ }1 2 1 2
, , , , , , ,

m x x kr r r z z zB B B B B B
+ +

⊕ ⊕ ⊕
   

或{ }2 3 1 2
, , , , , , ,

m x x kr r r z z zB B B B B B
+ +

⊕ ⊕ ⊕
   

或{ }3 4 1 2
, , , , , , ,

m x x kr r r z z zB B B B B B
+ +

⊕ ⊕ ⊕
   

… 
或{ }1 2

, , , ,
m x x kr z z zB B B B

+ +

⊕
  

证明：可由性质 4.1 可证。 

引理 4.9 对于
pjC⊕ 的取定，有 1

p
nC − 种情况；若取定了

pjC⊕ ，将{ }1 2
, , , ,

m pr r r jC C C C⊕


的取法记为 

32
1 2 1

1 2
1 2 1

11 12

1, 2 1
1 0 0 0

p p
p

p

kk pn
k k kp

n n p k k
p k k k

T C C C C− −

−
−

−− −−

− −
= = = =

 
=   

 
∑ ∑ ∑ ∑  , 

则，{ }1 2
, , , ,

m pr r r jC C C C⊕


的取法总共有 ( )1 1, 2
p

n nC T− − 种。 

证明：可由引理 4.8 证得。 

引理 4.10 对于取定了的{ }1 2
, , , ,

m pr r r jC C C C⊕
 ，构造拓扑情况： 

{ }1 2 1 21, , , , , , , , , , , ,
m p p sn n r r r j j k k kX X C C C C B B B Bφ ⊕ ⊕

−    

其中， { } { }1 2 1 2 2
, , , , , ,

s p p nk k k i i iB B B B B B
+ + −

⊕ ⊕ ⊕⊆ 
，且

1 2
, , ,

qz z zB B B
等各自所含元素个数也均不相同，

1 2 sk k k< < < 。 

令 1 2p t n+ ≤ ≤ − ，若 t 存在，则{ }1
, , ,

p sj k kB B B⊕
 的情况个数为 

32
1 2 1

1 2
1 2 1

11 12
2
1 1

1 0 0 0
1 1t t

t
t

kk t pn
k k kn t p

p n p t p k k
t p k k k

U C C C C− −
−

−

−− − −−
− −
+ − − −

= + = = =

 
+ = + 

 
∑ ∑ ∑ ∑ 
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若 t 不存在，则 2
1 0n

pU −
+ = ；则，这种类型的拓扑数有 ( )2

1 1, 2 1 1p n
n n pC T U −
− − + + 种。 

注：结论的“+1”是考虑到{ }1 21, , , , , , , ,
m p pn n r r r j jX X C C C C Bφ ⊕ ⊕

− 
这种情况。 

引理 4.11 若 2p ≥ ，{ }1 2
, , ,

kz z zB B B 的取法为： 

{ }1 1 2
, , ,

mz r r rB B B B⊕ ⊕ ⊕∈  ， { }1 2
, , ,

k p p nz j i iB B B B
+ −

⊕ ⊕ ⊕∈ 
，且

1z
B 与

kzB 均要非空； 

则，设 { } { }1 2 1 2
, , , , , ,

x mz z z r r rB B B B B B⊕ ⊕ ⊕⊆  ，其中 x pz j< ， 1x pz j+ ≥ ；那么， { }1 2
, , ,

xz z zB B B 的种数

即为{ } { }1 2 1 2 1
, , , , , ,

m pr r r j j jC C C C C C
−

⊕ ⊕ ⊕⊆ 
，且

1 2 mr r rC C C⊆ ⊆ ⊆ 的种数(当 2p ≥ 时存在这类情况)。 

证明：由于{ }1 2
, , ,

xz z zB B B 的种数可分为以下情况： 

当 1A 中的情况为
1k pj jC C⊕ ⊕⊆ 时，(此时

1 1kz jB B⊕= ， 1x = )，其种数再加上当
1 2k k pj j jC C C⊕ ⊕ ⊕⊆ ⊆ 时的种数(此

时
1 1kz jB B⊕= ，

2 2kz jB B⊕= ， 2x = )，再加上当
1 2 3k k k pj j j jC C C C⊕ ⊕ ⊕ ⊕⊆ ⊆ ⊆ 时的种数(此时

1 1kz jB B⊕= ，
2 2kz jB B⊕= ，

3 3kz jB B⊕= ， 3x = )，…(如此递推下去)…，再加上当
1 2 1k k k ppj j j jC C C C

−

⊕ ⊕ ⊕ ⊕⊆ ⊆ ⊆ ⊆ 时的种数(此时
kz jB B

α α

⊕= ，

( )1,2, , 1pα = − ， 1x p= − )。 

引理 4.12 对于 { } { }1 2 1 2
, , , , , ,

x x k p p nz z z j i iB B B B B B
+ + + −

⊕ ⊕ ⊕⊆ 
，其中 x pz j< ， 1x pz j+ ≥ ，若 1x pz j+ = 则

{ }1 2
, , ,

x x kz z zB B B
+ +

 的种数为 ( )2
1 1n

pU −
+ + ；若 1x pz j+ ≠ 则{ }1 2

, , ,
x x kz z zB B B
+ +

 的种数为 2
1

n
pU −
+ 。 

证明：可由引理 4.10 证得。 

5. 主要结论 

首先讨论变换 α的情况： 
当 { }1A φ= 时，(α-1) = 1；(α-2) = { }{ }1, , ,n n nX X xφ −  = 1；(α-3)，(α-4)与(α-5)均重复了(α-2)情况，这

里计数均为 0；共 2 种情况。 
当 { }1A φ≠ 时，(α-1) = 1 1nP − − ；由引理 4.1 可知，(α-2) = 0； 

(α-3) { }1 1 2, ,n nX X A Aφ − ∪ ∪ 分 3 种情况讨论： 

(α-3-1)：{ }1 1 2 1 2, , , , , , , , , ,n n k kX X C C C B B Bφ −    

注：由引理 4.2 可知，当 { }1 1 2 1, , , k nA C C C X ∗
−= ∈ 时，只有 2A 为单元素时才能构成拓扑。所以(α-3-1)

情况只能是 k = 1，总共有 ( )12 2n− − 种。 

(α-3-2)：由引理 4.3 可知，{ }1 1 2, , , ,n nX X A Aφ •
−



不是拓扑；故而可构造，{ }1 1 1 2, , , , ,n nX X A A Aφ • •
−



，其中

1 1 1\nA X A•
−= ，是一个拓扑，这类拓扑是集合 nX 上的一个 σ代数，共有 ( )12 2n− − 种情况。 

(α-3-3)：设 1A 中的元素分别为
1 2
, , , ,

m pr r r jC C C C⊕
 ； 2A 中的元素分别为

1 2
, , ,

qz z zB B B
；对于

{ }1 2
, , , ,

m pr r r jC C C C⊕
 的取法，可分为两种情况： 

(α-3-3-1) 
1 2
, , , ,

m pr r r jC C C C⊕
 等各自所含元素个数均不相同，且{ } { }1 2 1 2 1

, , , , , ,
m pr r r j j jC C C C C C

−

⊕ ⊕ ⊕⊆  ；

1 2
, , ,

qz z zB B B
等各自所含元素个数也均不相同。 

(α-3-3-2) 
1 2
, , , ,

m pr r r jC C C C⊕
 等各自所含元素个数有相同的情况；或者

1 2
, , ,

qz z zB B B
等各自所含元素

个数有相同的情况。 
下面，先讨论(α-3-3-1)： 
由引理 4.9 可知，{ }1 2

, , , ,
m pr r r jC C C C⊕


的取法共有 ( )1 1, 2

p
n nC T− − 种。故而，(α-3-3-1)又可以分成三种情

况讨论： 
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(α-3-3-1-1)对于取定了的{ }1 2
, , , ,

m pr r r jC C C C⊕
 ，有 

{ }1 2 1 21, , , , , , , , , , , ,
m p p sn n r r r j j k k kX X C C C C B B B Bφ ⊕ ⊕

−  
 

其中， { } { }1 2 1 2 2
, , , , , ,

s p p nk k k i i iB B B B B B
+ + −

⊕ ⊕ ⊕⊆ 
，且

1 2
, , ,

qz z zB B B
等各自所含元素个数也均不相同，

1 2 sk k k< < < 。 

注：由引理 4.10 知，这类情况的拓扑数共有 ( )2
1 1, 2 1 1p n

n n pC T U −
− − + + 种。 

(α-3-3-1-2) ： { }1 1 2
, , ,

mz r r rB B B B⊕ ⊕ ⊕∈  ， { }1 2
, , ,

k p p nz j i iB B B B
+ −

⊕ ⊕ ⊕∈  ，且
1z

B 与
kzB 均要非空 ；则 设

{ } { }1 2 1 2
, , , , , ,

x mz z z r r rB B B B B B⊕ ⊕ ⊕⊆  ，其中 x pz j< ， 1x pz j+ ≥ 。 

注：对于取定了的
pjC⊕ ，有 1

p
nC − 种情况；对于{ }1 2

, , ,
kz z zB B B 的取法，这里不强调 k = q，因为先不

考虑会与前面重复的情况；则 
又因

1z
B 非空，由引理 4.11、引理 4.12、性质 4.2 知，此类情况共有 

( )

32 2
31 2 1 2 1

2 3 2
1 1 2 1 2 3

32
1 2 1

1 2
1 2 1

11 11 1 12

1, 2 1
1 1 1 2 1 2 3

11 1

1 2 1

1 2 3

1p p
p

p

kk kp p pn
kk k k k kp

n n p p k p k k
p k k k k k k

kk p
k k k
p k k

k k k p

W C C C C C C C

C C C p− −

−
−

−− −− − −−

− −
= = = = = = =

−− −

= = = −

     
= ⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅ +     

     
 

+ ⋅ − ⋅     

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑



  ( )2 2
1 11n n

p pU U− −
+ ++ +

种； 

(α-3-3-1-3)：{ } { }1 2 1 2 2
, , , , , ,

k p p nz z z i i iB B B B B B
+ + −

⊕ ⊕ ⊕⊆  ，且
1z

B 非空。 

注：针对此类情况，由引理 4.10 知， 

32
1 2 1

1 2
1 2 1

11 12
2
1 1

1 0 0 0

t t
t

t

kk t pn
k k kn t p

p n p t p k k
t p k k k

U C C C C− −
−

−

−− − −−
− −
+ − − −

= + = = =

 
=  

 
∑ ∑ ∑ ∑   

故而这类情况共有 ( )2
1, 2 1

n
n pT U −
− + 种。 

若先不考虑重复情况，(α-3-3-1-1)+(α-3-3-1-2)+(α-3-3-1-3)情况总共有 

( )( )2 2
1, 2 1 1, 2 1, 2 11n n

n p n n pT U W T U− −
− + − − ++ + + 种; 

从而考虑排除重复情况后，(α-3-3-1)情况总共有 

( )( )2 2 2
1, 2 1 1, 2 1, 2 1 1, 2 1, 2 1 1, 21 2n n n

n p n n p n n p nT U W T U T T U W− − −
− + − − + − − + −+ + + − = + 种, 

其中“ 1, 2nT −− ”表示去掉与(α-3-1)中的包含情况重复的部分。 
接下来，对于(α-3-3-2)的情况，假设其拓扑数为 1Q 。 
综上，由加法原则得(α-3)情况共有 

( ) ( )( )1 1 2 2
1, 2 1 1, 2 1 1, 2 1 1, 2 12 2 2 2 2 2 4 2n n n n n

n p n n p nT U W Q T U W Q− − − −
− + − − + −− + − + + + = − + + + 种. 

由引理 4.4 可知，(α-4) = 0； 
(α-5)可分为两种情况讨论： 
(α-5-1)： { }{ }1 1 2 1 2, , , , , , , , , , ,n n k k nX X C C C B B B xφ −    

这类情况有 ( )1 1nP − − 种。 
(α-5-2)： { } { }{ }1 1 2 1, , , , , ,n n n nX X A A A x xφ •

− ∪   

其中 1 1nA X −≠ 且 1A φ≠ ， 1A为 1nX − 的单个子集，而 2 1\nA X A• =  ， 
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由引理 4.5 知，这类情况不构成拓扑。 
所以，(α-5) = ( )1 1nP − − 。 
综上所述，得到 
定理 5.1 对于变换 α的各个情况，其拓扑数为 

( ) ( )2
1 1, 2 1 1, 2 1 1

2
1 1, 2 1 1, 2 1

2 1 0 2 4 2 0 1

2 4 2 2

n n
n n p n n

n n
n n p n

P T U W Q P

P T U W Q

−
− − + − −

−
− − + −

 + − + + − + + + + + − 
= − + + + +

 

(具体符号见表 2)。 
接下来，讨论变换 β的情况： 
当 { }1A φ= 时，(β-1) = 1；(β-2) = { }{ }, ,n nX xφ  = 1；(β-3)，(β-4)与(β-5)均重复了(β-2)情况，这里计数

均为 0；共 2 种情况。 

当 { }1A φ≠ 时，设 { }1 1 2, , , kA C C C=  ，则(β-1)要排除 1
1

k

s n
s

C X −
=

=


的情况，即(β-1) = 
2

1
1

n
k
n k

k
C P

−

−
=
∑ 。由引

理 4.6 可知，(β-2) = 12 2n− − ；(β-3) = 1 1nP − − ； 

(β-4)：{ } 1 2, nX A Aφ ∪ ∪ ，要避免 1
1

k

s n
s

C X −
=

=


的情况，在(β-1)的基础上有， 

(β-4-1)：{ }1 2 1 2, , , , , , , , ,n k kX C C C B B Bφ   ，其中 { }i i nB C x= ∪ ， 

这类情况的计数以不出现元素 1nX − 为计数依据，有
2

1
1

n
k
n k

k
C P

−

−
=

 
 
 
∑ 种。 

(β-4-2)：{ }1 2, , ,nX A Aφ •

，其中 1 1nA X −⊆ 为单个子集，但 1 1nA X −≠ 且 1A φ≠ ，而 2 1\nA X A• =  ，有 ( )12 2n− −

个。 
(β-4-3)：将 1A 中的元素分类为

1 2
, , ,

pj j jC C C⊕ ⊕ ⊕
 ； 2A 中的元素分类为

1 2
, , ,

qi i iB B B⊕ ⊕ ⊕
 ；其中 { }i i nB C x= ∪ ，

且 p q≠ ，同时满足
1 2 pj j jC C C⊕ ⊕ ⊕⊆ ⊆ ⊆ ，

1 2 qi i iB B B⊕ ⊕ ⊕⊆ ⊆ ⊆ ； 

而且在这里假定：
1kj

C
+

⊕
比

kj
C⊕

的元素个数多 1，则也有
1ki

B
+

⊕
比

ki
B⊕

的元素个数多 1； 

这个分类不会出现 1
1

k

s n
s

C X −
=

=


的情况，故而可分为两种情况讨论： 

(β-4-3-1) 
1 2
, , , ,

m pr r r jC C C C⊕
 等各自所含元素个数均不相同，且{ } { }1 2 1 2 1

, , , , , ,
m pr r r j j jC C C C C C

−

⊕ ⊕ ⊕⊆  ；

1 2
, , ,

qz z zB B B
等各自所含元素个数也均不相同。 

注：对于(β-4-3-1)，可直接应用前面对 α-3-3-1 情况的论述，可知这类情况共有 

( )( )2 2 2
1, 2 1 1, 2 1, 2 1 1, 2 1, 2 1 1, 21 2n n n

n p n n p n n p nT U W T U T T U W− − −
− + − − + − − + −+ + + − = + 种， 

其中“ 1, 2nT −− ”表示去掉与(β-4-1)中的包含情况重复的部分。 
故而，此类情况共有 ( )2

1, 2 1 1, 22 n
n p nT U W−
− + −+ 种。 

(β-4-3-2) 
1 2
, , , ,

m pr r r jC C C C⊕
 等各自所含元素个数有相同的情况； 

或者
1 2
, , ,

qz z zB B B
等各自所含元素个数有相同的情况。 

注：对于(β-4-3-2)的情况，假设其拓扑数为 2Q 。 
综上所述，由加法原则得(β-4-3)情况共有 ( )2

1, 2 1 1, 2 22 n
n p nT U W Q−
− + −+ + 种。 

故而，(β-4)情况共有 ( )
2

1 2
1 1, 2 1 1, 2 2

1
2 2 2

n
k n n
n k n p n

k
C P T U W Q

−
− −

− − + −
=

 + − + + + 
 
∑ 种。 
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(β-5)可分为两种情况讨论： 

(β-5-1)： { }{ }1 2 1 2, , , , , , , , , ,n k k nX C C C B B B xφ   ，这类情况有
2

1
1

n
k
n k

k
C P

−

−
=

 
 
 
∑ 种； 

(β-5-2)： { } { }{ }1 2 1, , , , ,n n nX A A A x xφ ∪   ，其中 1 1nA X −≠ 且 1A φ≠ ， 1A为 1nX − 的单个子集，而 2 1\nA X A• =  ，

这类情况有 ( )12 2n− − 种。 

所以，(β-5) = ( )
2

1
1

1
2 2

n
k n
n k

k
C P

−
−

−
=

  + − 
 
∑ 。 

综上所述，得到 
定理 5.2 对于变换 β的各个情况，其拓扑数为 

( )
2

1
1 1

1

2 2
1 2 1

1 1, 2 1 1, 2 2 1
1 1

2
1 2

1 1 1, 2 1 1, 2 2
1

2 2 2 1

2 2 2 2 2

3 3 2 5 2

n
k n
n k n

k

n n
k n n k n
n k n p n n k

k k

n
k n n

n n k n p n
k

C P P

C P T U W Q C P

P C P T U W Q

−
−

− −
=

− −
− − −

− − + − −
= =

−
− −

− − − + −
=

   + + − + −    
   + + − + + + + + −      

= + + ⋅ − + + +

∑

∑ ∑

∑

。 

(具体符号见表 2)。 

6. 待研究问题 

对于 n 元有限集上的拓扑数，还有无法直接求取出的计数结果： 
1) 对于 α 变换中的(α-3-3-2)情况，若

1 2
, , , ,

m pr r r jC C C C⊕
 等各自所含元素个数有相同的情况，或

1 2
, , ,

qz z zB B B
等各自所含元素个数有相同的情况； 

也即未知量 1Q 的求取。 
2) 对于 β 变换中的(β-4-3-2)情况，若

1 2
, , , ,

m pr r r jC C C C⊕
 等各自所含元素个数有相同的情况，或

1 2
, , ,

qz z zB B B
等各自所含元素个数有相同的情况； 

也即未知量 2Q 的求取。 
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