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Abstract 

Brownian motion has important applications among financial engineering, biology, physics and 
management science. Also Brownian motion is closed related to diffusion equation in mathemati-
cal physics. This article will introduce three derivation methods of diffusion equation in details, 
i.e., from the perspectives of physics, stochastics and functional analysis, in order to provide ref-
erence for people further studying Brownian motion. 
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摘  要 

布朗运动在金融工程、生物医药、物理以及管理科学中都有着重要的应用，而布朗运动又和数学物理中

的扩散方程紧密相关。本文将详细的介绍扩散方程的三种导出方式，也就是从物理、随机以及泛函的角

度导出扩散方程，为大家深入研究布朗运动提供参考。 
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1. 引言 

扩散方程是物理中描述液体流动，气流渗透的模型。它和布朗运动有着密切的关系，它的推导对理

解布朗运动这样一个起源于生物学的问题有着重要的意义。推导扩散方程的方法很多，比如大家可以参

考文献[1] [2]，以下我们主要分别从物理学，随机过程以及泛函分析的角度来推导扩散方程。 

2. 物理上的推导 

考虑某种物质在一种介质中的扩散现象，比如染料在水或者水晶中的扩散。我们还假设介质初始状

态是各向同性的，也就是说，介质具有没有特定方向且在空间里面是均匀的。现在考虑与染料分子运动

方向垂直的一个平面，该平面被染料分子从平面的一面到另一面持续的穿过。如果平面左边的浓度高于

右边，将会有更多的染料粒子，也就是有染料粒子净流从左边流向右边。两边的浓度差越高，就会有更

多的染料粒子从左边流向右边。反向亦然。 
不妨将 ( ),u t x 记作染料在时间 t 的所处位置 ( )1 2 3, ,x x x x= 的浓度，根据菲克定律，单位时间粒子流通

过与粒子流运动方向垂直平面的单位截面积的向量场为 

( ) ( )1, ,
2

F t x a u t x= − ∇  

这里 ( ),F t x 反映出染料净流的方向和强度，a 为扩散系数，∇为梯度算子。这样，垂直于扩散方向的单

位向量 n 的流量就为 ( ),F t x n⋅ 。 
现在我们考虑环绕点 x 的任意体积 V，那么在体积 V 中的染料粒子 数为 ( ), d

V
u t x x∫ 。在体积 V 中染

料粒子数的变化率 

( ) ( ) ( ), d , d , d ,
V V V

u t x x F t x n F t x x
t ∂

∂
= − ⋅ = − ∇ ⋅

∂ ∫ ∫ ∫  

最后一步用到了散度定理。因为 V 是任意的，我们就导出了扩散方程 

( ) ( )( )1, , .
2

u t x a u t x
t

∂
= ∇ ⋅ ∇

∂
 

当 1a = 且 x 为二维向量时，我们得到柯尔莫格洛夫向前方程 

( ) ( )1, , .
2t y tu x y u x y

t
∂

= ∆
∂

                               (1) 

其中， ( )
( )2

21, e
2π

x y
t

tu x y
t

−
−

= 为布朗运动的转移密度方程。 
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3. 随机过程上的推导 

以下的推导我们需要用到切普曼–柯尔莫格洛夫方程和离散性的随机行走的知识，见参考文献[3]。 
我们现在考虑整点的一维对称随机行走。令 ( )ku m 表示随机行走从原点出发在时刻 m 到达原点右边

第 k 步的概率。由切普曼–柯尔莫格洛夫方程，我们得到 

( ) ( ) ( )1 1
1 11
2 2k k ku m u m u m+ −+ = +  

由此得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
11 2
2k k k k ku m u m u m u m u m+ −+ − = − +                       (2) 

上式左边是时间导数的离散化，而右边是空间二阶导数的离散化的一半。通过两边取极限，把两次

位移间的时间缩短到 0，同时位移步数也缩短到 0，我们就可以从(2)式过渡到(1)式，也就是说，假设两

次位移间的时长为 Δ，并且每步的长度为 ξ，那么(2)变为 

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

1 2
2

k k

kk k

u m u m

u m u m u m

ξ ξ

ξξ ξ+ −

+ ∆ − ∆

∆

 ∆ − ∆ + ∆ 
=

∆

                      (3) 

现在令 Δ 和 ξ 趋于 0，并且同时让 m 和 k 趋于∞使得 k xξ → 而 m t∆→ 。则 ( ) ( ),ku n u t xξ ∆ → ，那么(3)
式形式变成了(1)式。 

4. 泛函分析上的推导 

以下用到泛函分析和马氏过程的知识大家见参考文献[4] [5]。 
我们先通过上面提到的布朗运动的转移密度方程构造转移密度半群 ( ) 0t t

u
≥
定义如下 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

, d , 0

, 0

x
tx

t

u x y f y y t
u f x

f x t
−

 >= 
=

∫  

我们可以验证 ( ) 0t t
u

≥
是一个半群： 

( )     , 0t s t s s tu u u u u s t+ = ⋅ = ⋅ ≥                               (4) 

这就是所谓的 C-K 方程。利用(4)可推出 

( )
0

d 1lim ,
d t t s t t ts

u u u u u
t s +→

= − = Γ = Γ                              (5) 

在这里，定义 

( )
0

1lim ss
u I

s→
Γ = −  

是 ( ) 0t t
u

≥
的生成元，其中 I 是单位算子。对于合适的 f，我们定义 fΓ 为 

( )
0

1lim tt
f u f f

t→
Γ = −  

实际上，如果 ( )2
bf C R∈ ，也就是 f 的二阶导数有界，那么 
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( )( )
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

2

2

1
2

0 0

2 2
0

1 dlim lim e
2π

1 1 dlim

1 .        0

e
2 2π

,1
2

y

tt t

y

t

f x y t f x yu f f x
t t

yy t f x y tf x y

f

t

x y t

tθ

θ

−∞

−∞→ →

−∞

−∞→

+ −
− =

 ′ ′′= + +

′′=




∈



∫

∫

这里 取决于

 

上式中我们用到了泰勒公式。由上式我们得到布朗运动的生成元是 
2

2

1 d ,
2 dx

Γ =  

至少在 ( )2
bC R 的意义下。从(5)我们发现，对于 ( )2

bf C R∈ ， 

( ) ( ) ( )1 ,
2t t tu f x u f x f x

t
∂ ′′= Γ = Γ
∂

 

对上式分部积分，我们得到(1)式。 

5. 结论 

本文介绍了三种从不同角度推导扩散过程的方法，利用物理学，随机过程及泛函分析的方法揭示了

布朗运动和扩散方法的关系，为随机方程理论在金融工程、生物医药等方面的应用奠定了坚实的理论基

础。 
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