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Abstract 
In this paper, a harvesting model with price changed by market inside control is established for 
open fishery. The only equilibrium is proved to be positive and stable. We analyze the dynamics of 
fishery and draw a conclusion that the population of biological species in equilibrium decreasing 
and fishing effort increasing when the constant price is greater than the equilibrium price. At last, 
we provide government departments with guidance in control price. 

 
Keywords 
Price, Harvesting, Dynamics 

 
 

动态价格下Gompertz系统的捕捞问题 

张  敏1，张  广2 
1天津商业大学经济学院，天津 
2天津商业大学理学院，天津 

  
 
收稿日期：2018年6月19日；录用日期：2018年7月11日；发布日期：2018年7月18日 

 
 

 
摘  要 

本文对开放式渔场建立了价格由市场内部调控而不断变化的捕捞模型，计算出唯一的平衡点并证明是正

的和局部稳定的。进而对渔业的动力学行为进行分析，得出在常数价格大于均衡价格的前提下，均衡状

态时的生物种群数量减少、捕捞努力量增多的结论。给政府部门调控价格提供参考。 
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1. 引言 

经典的开放式渔场自反馈捕捞模型[1]如下所示： 

( )

( )

d ,
d
d ,
d

s F s Es
t
E v pEs wE
t

 = −

 = −


                                     (1) 

其中，s 表示 t 时刻某类鱼种群的密度或数量，E 表示 t 时刻捕捞努力量，p 表示价格，w 表示单位投入

的成本，v 是正常数，表示捕捞努力量与净利润的大小成正比。 

但是在市场经济中，商品的价格会受供求关系影响，通常的价格[3]-[9]满足 

( ) ,np S
m S

=
+

 

其中，s 表示鱼的市场投放量，m，n 均为正常数。m 刻画消费者需求程度，需求越大，m 越小；n 表示

商品最大价格。显然 

( ) ( )max0
lim , lim 0,
S S

np S p p S
m→ →∞

= = =  

即当市场投放量(捕捞量)很少时，市场价格昂贵；当市场投放量(捕捞量)很多时，价格很便宜。 
假设市场投放量等于捕捞量，从(1)获得如下模型[3]： 

( )d ,
d
d ,
d
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α

α
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 = −


  = −  + 

                                  (2) 

其中，α 代表渔船的技术参数或可捕系数，如果 1α = ，价格作为常数，则模型(2)可退化为模型(1)。 
在(1)中，价格 p 被看成是常数。(2)中把价格 p 作为与需求呈正比、与供给呈反比的代数形式来处理。

然而在实际的市场经济中，市场需求和市场供给决定了市场的出清价格。这里假设需求曲线是向右下方

倾斜的，即 dq a bp= + ，其中 0b < ；供给曲线是向右上方倾斜的，即 sq c dp= + ，其中 0d > 。市场价格

时刻受供给量和需求量的影响，当需求量大于供给量时，则价格上升；当供给量大于需求量时，则价格

下降。在文献[2]中有如下关系： 

( )d , 0.
d

d sp q q
t

β β= − >                                     (3) 

结合供给曲线和需求曲线，公式(3)变成 
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( ) ( )d .
d
p a c b d p
t

β β= − + −                                    (4) 

进而得到如下新的动态价格下的捕捞模型： 
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                                  (5) 

这里龚帕兹规律刻画生物种群增长。其中，系数 r 代表种群内生增长率，k 代表环境的最大承载量(或
饱和水平)，即代表着栖息地可以容纳的最大种群数量。 

本文首先计算出(5)的平衡点并且证明是正的和局部稳定的。其次讨论了(5)渔业的动力学行为，分析

和比较在常数价格和均衡价格下生物种群数量和捕捞努力量的变化。最后，给出结论。 

2. 平衡点及其稳定性分析 

从(5)中第三个方程式可以得到
* 0a cp

d b
−

= >
−

。由于消费者在边际效用达到最大时(即消费第一单位的

某种商品)所愿意支付的最高价格一定大于行业在边际成本达到最小时(即生产第一单位的某种商品)所愿

意销售的价格，如果不然，则就不会有买卖发生。因此需求曲线的截距比供给曲线的截距大，即 a c> 。

又因为 0b < ， 0d > ，因此
* 0a cp

d b
−

= >
−

，即均衡价格是正解。 

定理 2.1：假设 a c> ， 0b < ， 0d > ，那么模型(5)有且仅有一个正均衡点。 

证明：由 
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可解得： 

( )* * *
* , , .E s E p=  

其中， 

*
*

ws
p α

= ， ( )* *lnrE k s
α

= ， * a cp
d b
−
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−

 

把解出来的 *p 代入第二个方程式，解出来 *
*

ws
p α

= ，因为捕捞努力量的单位成本 w 和技术先进程度

参数α 都是大于 0 的，因此 * 0s > ，即均衡存量水平(equilibrium stock size)是正的。 

最后把解出来的 *s 代入公式(2)，解出来 ( )* *lnrE k s
α

= ，因为 *s 必然小于环境最大容纳量 k，种群

的内生增长率 r 大于 0，因此 * 0E > ，即均衡捕捞努力量是正的。 
定理 2.2：定理 1.1 的条件成立，那么均衡点 ( )* * *

* , ,E s E p= 的局部渐近稳定性。 

证明：模型(5)的雅克比矩阵为 
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在平衡点 ( )* * *
* , ,E s E p 处相应的特征方程为： 

3 2
0 1 2 3 0,a a a aλ λ λ+ + + =  

这里 

( )0 11,a a r b dβ= = − −  

( ) ( )*
2 lna vwr k s r b dβ = − −   

( ) ( )*
3 lna b d vwr k sβ= − −  

其中， 0 1 0a = > ，因为 0, 0b d< > 故而 ( ) 0b dβ− − > ，又加上 r 大于 0，因此 1 0a > 。因为 , ,v w r 均大于

0 且 *s k< 因此 3 0a > 。 
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因为 ( ) ( ) ( ) 2*, ln , ,r vwr k s r b d b dβ β− − −   均是大于 0 的，因此 2 0∆ > 。由赫尔维茨准则(Routh-Hurwitz 

criterion)知方程的根均具有负实部，局部渐近稳定。 

3. 开放渔业的动力学行为 

首先考虑捕捞努力量均衡时，表示为垂直线
*

*

ws
pα

= 。当生物种群数量 s 小于 *s 时，则有 *p Es wEα < ，

即利润为负的，进而有渔民的退出，捕捞努力量入减少。当生物种群数量 s 大于 *s 时，则有 *p Es wEα > ，

即利润为正的，进而有渔民的进入，捕捞努力量增加。 

接下来考虑生物种群数量均衡时，表示为曲线 ( )* *lnrE k s
α

= 。在均衡线的上方，意味着捕捞努力

量 E 大于 *E ，说明捕捞大于自然增长则生物种群数量降低。在均衡线的下方，意味着捕捞努力量 E 小于
*E ，说明捕捞小于自然增长则生物种群数量增加。 

画出捕捞努力量均衡线和生物种群数量均衡线如图 1。 
分析后得出在四个象限内生物种群、捕捞努力量的增减性如表 1。 
在非均衡点处，生物种群数量、捕捞努力量是如何随时间变化的呢？随时间变化的路径与初值有关。

为了说明，选择初始的生物种群数量、捕捞努力量在 I 象限内。 
用 Matlab 绘制均衡价格下和常数价格下趋近于均衡点路径图如图 2 和图 3。 
从图 2 和图 3 可以看出，在初始的生物种群数量水平上，有利润产生，则会有渔民的进入导致捕捞努

力量的增加。在捕捞努力量增加的同时将会减少生物种群的数量。捕捞努力量继续增加直至穿过均衡垂直

线进入 II 象限内。在 IIA 象限内，捕捞仍然大于自然增长，因此种群数量继续降低。另一方面，利润是负

的则会有渔民的退出导致捕捞努力量的减少。捕捞努力量的减少穿过曲线进入 III 象限内。在 III 象限内，

利润依然是负的，因此捕捞努力量继续减少。捕捞努力量的减少减低了捕捞导致生物种群数量的增加，则

穿过了垂直线进入 IV 象限内。利润开始为正的，则有渔民的进入，捕捞努力量增加。另一方面，捕捞小

于自然增长，因此生物种群数量增加。重新进入 I 象限内，进行着不断循环直至达到均衡点处。 
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在均衡价格下和常数价格下，两者都可以循环达到均衡点处。但在常数价格下比均衡价格下的均衡

状态时生物种群数量 *s 少、捕捞努力量 *E 多。在政府干预价格的情况下，需要谨慎处理价格对生物种群

数量和捕捞努力量的影响，可能会造成生物种群的灭绝或者资源没有达到有效配置。 

4. 小结 

在生物种群捕捞问题上，该生物的市场价格并不是任意常数，而是由市场经济的内部调节控制更符 
 
Table 1. Increasing or decreasing of population and effort in four quadrants 
表 1. 四个象限内生物种群数量、捕捞努力量的增减性 

 s E  s E 

I ↓ ↑ II ↓ ↓ 

III ↑ ↓ IV ↑ ↑ 

 

 
Figure 1. Equilibrium of population and equilibrium of effort 
divide the area into four quadrants 
图 1. 由生物种群数量均衡、捕捞努力量均衡分割成四个象限 

 

 
Figure 2. Derived from model (5), the trajectory of the system 
over time in equilibrium price 
图 2. 来源于模型(5)，均衡价格下趋近于均衡点的路径图 
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Figure 3. Derived from model (1), the trajectory of the system 
over time in constant price 
图 3. 来源于模型(1)，常数价格下趋近于均衡点的路径图 

 

合实际生活。从本文中明显可以看出，生物种群数量、捕捞努力量和价格三者在不受外来干扰的前提下

会达到一个正的均衡状态且是稳定的。模型(1)中常数价格和模型(5)均衡价格进行对比，得出在常数价格

大于均衡价格时，均衡状态时生物种群数量 *s 减少、捕捞努力量 *E 增多的结论。因此，政府部门调控价

格时需要谨慎以免造成生物种群灭绝或资源浪费。 
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