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Abstract 
In this paper, we consider the singular semi-positive non-local boundary value problem 
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where [ ] ( ) ( )∫
1

0
du u t A t=α , [ ] ( ) ( )∫

1

0
du u t B t=β ; A and B are bounded variation functions; 0a > , 

0b > ; the nonlinear item [ ] ( ) ( ): 0,1 0, ,f R× +∞ × −∞ +∞ →  is continuous and it is allowed to 
change the sign. Based on the fixed point index theory, this paper studies the existence of multiple 
positive solutions to the above problem. 
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摘  要 

考虑奇异半正非局部边值问题 
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其中 [ ] ( ) ( )∫
1

0
du u t A t=α ， [ ] ( ) ( )∫

1

0
du u t B t=β ；A，B为有界变差函数； 0a > ， 0b > ；非线性项 

[ ] ( ) ( ): 0,1 0, ,f R× +∞ × −∞ +∞ → 是连续的，它依赖于导数 ′u 并且是可变号的。本文根据不动点指数理论，

讨论得到对于上述问题的多个正解的存在性结果。 
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1. 引言 

在本文中，我们考虑右端函数带导数项的奇异半正非局部边值问题 
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                            (1) 

其中边值条件(BCs)是关于线性泛函的，并且由 Riemann-Stieltjes 积分给出： 

[ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( )1 1

0 0
d , d ,u u t A t u u t B tα β= =∫ ∫  

并且 A,B 为有界变差函数； 0a > ， 0b > ；非线性项 [ ] ( ) ( ): 0,1 0, ,f R× +∞ × −∞ +∞ → 是连续的，它依

赖于导数 u′并且是允许变号的。 
2006 年，G.C.Yang 在文献[1]中讨论了奇异的 Dirichlet 边值问题 
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在假设 
(H1) ( ) ( ) ( ) ( )( ), 0,1 0, , ,f t x C∈ × +∞ −∞ +∞ ， 
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(H2) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]1, , 0,1 , 0, , 1 0,1k t t b t C t t k t Lα ∈ +∞ − ∈ ， 

(H3) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )0, , 0, , ,F x C f t x k t F x∈ +∞ +∞ ≤ ， 

(H4)对任意 ( ) [ ]0,1x t C∈ ，且 ( ) ( )0 x t b t< < ，有 ( )( ) ( ),f t x t a t≥ ， 

(H5) ( )F x 在 ( )0,+∞ 上单调递减下，文章运用了Schauder不动点定理得到上述问题的正解的存在性。 

2009 年，Gennaro Infante 在文献[2]中考虑了奇异非局部边值问题 
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假设： 
(i) g 为非负的 1L 函数， 
(ii) f 是非负的函数，且在第二个变量处是有奇异性的， 
(iii) [ ] [ ],u uα β 是 [ ]0,1C 上的有界线性泛函，并且 
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通过补充定义，将 f 的定义域扩大为 [ ] [ )0,1 0,× +∞ ，也就是定义 
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考虑算子 

( ) ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) ( ) ( )( )1

0
, , d ,Tu t t u t u k t s g s f s u s sγ α δ β= + + ∫ ��  

通过寻找算子T�在 ( ) ( ){ }1 2 1 2, : ,0 1K r r u K r u t r t= ∈ ≤ ≤ ≤ ≤ 中的不动点来得到边值问题的正解。 

2011 年，C. Ji，D. O’Regan，B.Yan 等人在文献[3]中考虑了二阶奇异三点边值问题 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

, , 0,0 1,

0 0, 1 ,0 1,0 1,

x t f t x t x t t

x x xα η η α

 ′′ ′+ = < <


= = < < < <
 

其中 ( ), ,f t x y 是变号函数，并且在 0, 0, 0t x y= = = 处可能是具有奇异性的。运用不动点指数理论，讨论

并得到了正解的存在性以及不存在性。 
2014 年，B.Yan，O'Regan 等人在文献[4]中讨论了非线性非局部边值问题 

( ) ( )( ) ( )

( ) [ ] ( )( ) ( )

( ) [ ] ( )( ) ( )

1

0
1

0

, , 0,1 ,

0 d ,

1 d ,

y q t f t y t t

y y y s A s

y y y s B s

α

β

α

β

 ′′− = ∈

 = =

 = =

∫

∫

 

其中 0, 0a b≥ ≥ 。通过不动点指数和混合单调方法，得到带非线性积分边值条件的奇异非局部边值问题

的多个正解的存在和唯一性结果，这里的非线性项 f 可能是奇异的并且可以变号。 
2014 年，Zima 在文献[5]中考虑了 
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作者假设：(i) 0, 0a b> > ，(ii) f 在 [ ] ( ) ( )0,1 0, 0,× +∞ × +∞ 上连续且非负的，考虑 f 在空间变量的 0 值

处有奇异性，也就是 f 可能在第二个变量 0u = 和第三个变量 0u′ = 处有奇异性。边值条件(BCs)由
Riemann-Stieltjes 积分给出： 

[ ] ( ) ( ) [ ] ( ) ( )1 1

0 0
d , d ,u u t A t u u t B tα β= =∫ ∫  

( ) ( ),A t B t 是有界变差函数，并且 ( ) ( )1 1

0 0
d 0, d 0A t B t> >∫ ∫ 。Zima 通过限制奇异非线性项 f 在 

[ ] ( ) ( )0,1 0, 0,× +∞ × +∞ 的一个合适的子集 [ ] [ ) [ )1 20,1 , ,ρ ρ× +∞ × +∞ 上，利用 Krasnoselskii-Guo 锥拉压不动

点定理，建立了上面问题的正解存在的充分性条件。 

2. 预备知识及引理 

令 [ ] [ ]{ }1 0,1 : 0,1X C x x= = 为 上的连续可微函数 ，对于 x X∈ ，我们定义 { }1 2max ,x x x= ，其中

[ ]
( )

[ ]
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x x t x x t
∈ ∈

′= = ，则 ( )X ⋅ 是一个 Banach 空间。 

定义 
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显然 P 是 X 中的一个锥。 
我们主要考虑以下的情况： 

( ) ( ) ( ) ( ), , , , , 0,1 .f t u y F t u y t tγ= − ∈  

为了叙述的方便,我们给出如下的假设： 
(C1) 0, 0a b> > ， 
(C2) [ ] ( ) ( ) ( ): 0,1 0, , 0,F × +∞ × −∞ +∞ → +∞ 是连续的函数， 

(C3) ( ) ( ),A t B t 是有界的变差函数，并且 ( ) ( )1 1
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(C4) [ ] ( )( )0,1 , 0,Cγ ∈ +∞ ， 
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10 0

, d , 0,1 , dt G t s q s s s t c q s s sω γ γ= < +∞ ∈ = < +∞∫ ∫ ， 

(C6)存在 [ ]0,1 上的连续函数ψ ，并且在 ( )0,1 上 0ψ > ，使得当 
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[ ]

( ) ( ) ( ) ( )2
1

100,1

2
max , d
t

a b
G t s q s s s c

ab
ψ

∈

+
>∫ 。 

对于 u P∈ ，我们定义： 
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其中 ( ),G t s 为以下问题的 Green 函数： 
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即 
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此外， 
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我们定义 { :H u P u= ∈ 满足 ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( ) ( ),max , , 0, 0,1u t q t F t u t t u t t tε ω ω
∗ ′′′ + − − = ∈    

， 

( ) ( ) [ ] ( ) [ ] }0 0 , 1 ,0 1au bu u u uα ω β ω ε∗ ∗   ′ ′− = − = − < ≤    。 

引理 2.1：对于任意的 0, :T P Pεε > → 为一个全连续的算子。 

证：首先，我们来证明T P Pε → 。 
对于 u P∀ ∈ ，有 [ ]1 0,1T Cε ∈ ，并且 
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因此， :T P Pε → 。 
又根据 F 具有连续性，利用 Ascoli-Arzela 定理，可以得到Tε 是全连续的算子。 

引理 2.2：假设 u P∈ ，那么 ( )u t uη≥ ， [ ]0,1t∀ ∈ ，其中 min 1,b b
a b a

η  =  
+  

。 
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证：因为 u P∈  
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引理 2.3：假设 H ≠ ∅，(C6)成立，那么存在，使得对于 [ ]0,1t∀ ∈ ， u H∈ ，有 ( ) ( ) 0u t tω δ
∗
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证：我们令 u H∈ ，则得到以下的两种情形： 
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通过计算能够得出 
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又由于 u P∈ , 
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令 { }0 1 2 2min ,δ δ δ δ= = ,则对 [ ]0,1t∀ ∈ , u H∈ 有 ( ) ( ) 0u t tω δ
∗

− ≥   。 

引理 2.4：[6]设Ω为实 Banach 空间 E 中的一个有界开集，P 为 E 中的一个锥， , :A P Pθ ∈Ω Ω∩ →
为连续紧算子，假设 ( ], , 0,1Ax x x Pλ λ≠ ∀ ∈∂Ω∩ ∈ ，则 ( ), , 1i A P PΩ∩ = . 

引理 2.5：[6]设Ω为实 Banach 空间 E 中的一个有界开集，P 为 E 中的一个锥， , :A P Pθ ∈Ω Ω∩ →
为连续紧算子，假设 ,Ax x x P> ∀ ∈∂Ω∩ ,则 ( ), , 0i A P PΩ∩ = . 

引理 2.6：假设存在一个函数 ( ) ( ) [ )( )0, , 0,g C∈ +∞ × −∞ +∞ × +∞ ，使得对于 

( ) [ ] ( ) ( ), , 0,1 0, ,t u y∀ ∈ × +∞ × −∞ +∞ ，有 

( ) ( ), , , ,F t u y g u y≥                                       (2) 

并且函数 g 满足 

( ),
lim

u

g u y
u→+∞

= +∞                                        (3) 

对于 ( ),y∈ −∞ +∞ 是一致成立的，则存在 0R′ > ，使得对于 R R′∀ ≥ ，有 

( ), , 0, 0 1.Ri T P Pε εΩ ∩ = ∀ < ≤  

证：根据(3)，我们可以知道存在 1R ε> ，使得 

( ) 1, , ,g u y N u u R∗≥ ∀ ≥  

其中
( )

( ) ( )

2

12
0

2

min 1, d

a a b
N

bb as b q s s
a

∗ +
>

  + 
 ∫

. 

再根据(2),有 

( ) 1, , , .F t u y N u u R∗≥ ∀ ≥                                     (4) 

设
( ) ( ) [ ]{ }1 1

1

2 2
, max , , 0,1 :

min 1,
R

a b a b c
R R R R u C u R

b ab
a

η
+ + 

′ ′= ≥ Ω = ∈ < 
    
 

. 

下面证明 

, ,0 1.RT u u u Pε ε> ∈ ∩∂Ω < <                                   (5) 

若不然，我们假设存在一个 0 Ru P∈ ∩∂Ω ，即 0u R= ，使得 0 0T u uε ≤ 。 
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根据引理 3.2，有 

( ) [ ]0 0min 1, min 1, , 0,1 .b b b bu t u R t
a b a a b a

   ≥ = ∀ ∈   
+ +   

 

因为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1
1 0 00 0

1, d d ( ),
2

a b ca b a bt G t s q s s s q s s s c u u t
a a a R

ω γ γ η
η
++ +

= ≤ = ≤ ≤∫ ∫  

所以有 
( ) ( ) ( ) [ ]0 0

1 , 0,1 .
2

u t t u t tω− ≥ ∀ ∈
 

( ) ( ) ( ) [ ]0 0 1
1 1 min 1, , 0,1 .
2 2

b bu t t u t R R t
a b a

ω
∗  − ≥ ≥ ≥ ∀ ∈     +    

再由(4)式可知， 

( ) ( ){ } ( ) ( )( ) ( ) ( )0 0 0
1,max , , min 1, .
2

b bF t u t t u t t N u t t N R
a b a

ε ω ω ω
∗ ∗∗ ∗   ′− − ≥ − ≥          +   

 

因此，有 

( ) [ ] [ ] ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

1
0 00

1
0 00

1
0 00

1 , ,max , , d

, ,max , , d

, , d

1 min 1,
2

bT u t u t u G t s q s F s u s s u s s s
a a

b G s s q s F s u s s u s s s
a b

b as b q s F s u s s u s s s
a a b

b b bN
a a b a b a

ε α ω β ω ε ω ω

ε ω ω

ω ω

∗∗ ∗

∗

∗

∗

   ′   = − + + − + − −           
 ′≥ − −   +  

 ′≥ + − −   +  

 ≥ 
+ + 

∫

∫

∫

( ) ( )
( )

( ) ( )
21 1

20 0

0

1d min 1, d
2

.

b bR as b q s s N R as b q s s
aa a b

R u

∗  + = +  
  +

> =

∫ ∫

 

矛盾。因此(5)式成立。 
根据引理 2.5 我们能够知道 ( ), , 0, 0 1Ri T P Pε εΩ ∩ = ∀ < ≤ 。 

3. 主要结果 

定理 3.1：假设(C1)~(C6)成立，且满足以下的条件 
(A1) ( ) [ ] ( ) ( ), , 0,1 0, ,t u y ∈ × +∞ × −∞ +∞ ，有 

( ) ( ) ( )( ) ( )0 , , ,F t u y g u h u r y≤ ≤ +                                (6) 

其中 0g > 在 ( )0,+∞ 上是连续的并且单调不增的， 0h ≥ 在 [ )0,+∞ 上是连续的， 0r ≥ 在 [ )0,+∞ 上是连续

的且单调不减的， 

(A2) 
( )

( ) ( ) ( )( )( )
1

11
1 102

,

1̂
ˆsup 1 1 1 d 0,

a b c
r

a

br I I r c Z r q s s c
a a

η

α
β−

+ 
∈ +∞ 
 

         − − + + + − >          
∫             (7) 

其中 ( ) ( ) [ ) ( )
[ ]

( )
0 0,

1d , 0, , max
2

y

s r

zI y z y Z r g r h s
r z

η
∈

 = ∈ +∞ = + 
 ∫ ，则边值问题(1)至少存在一个正解。 
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证：因为(7)，我们可以令
( ) 12

, 0
a b c

r
a

ε
η
+

> > ，使得
1min 1,
2

rε η <  
 

， 

( ) ( ) ( )( )( )11
1 10

1̂
ˆ1 1 1 d 0.br I I r c Z r q s s c

a a

α
β−

        − − + + + − >       
∫                   (8) 

我们令 [ ]{ }1 0,1 :r u C u rΩ = ∈ < 。 

下面我们就来证明 

( ], , 0,1 .ru T u u Pελ λ≠ ∀ ∈ ∩∂Ω ∈                                  (9) 

若不然，我们假设存在一个 ( ]0 0, 0,1ru P λ∈ ∩∂Ω ∈ ，使得 0 0 0u T uελ= 。 

因为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1

0 0

1
1 0 0

, d d

1 ,
2

a bt G t s q s s s q s s s
a

a b ca b c u u t
a a r

ω γ γ

η
η

+
= ≤

++
= ≤ ≤

∫ ∫
 

所以 ( ) ( ) ( ) [ ]0 0
1 , 0,1
2

u t t u t tω− ≥ ∀ ∈ 。 

又根据引理 2.2，有 

( ) ( ) [ ]0 0
1 1 , 0,1 .
2 2

u t t u r tω η η− ≥ = ∀ ∈  

因为 0u 满足 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) [ ]

( ) [ ]

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

,max , , 0, 0,1 ,

0 0 ,

1 ,

u t q t F t u t t u t t t

au bu u

u u

λ ε ω ω

λ α ω

λ β ω

∗

∗

∗

  ′′′ + − − = ∈     
  ′− = −  

  ′ = − 

               (10) 

所以能够得到 ( ) [ ]0 0, 0,1u t t′′ ≤ ∀ ∈ ，又由于 ( ) [ ]0 0 0 0
1 ˆ1 1 0
2

u u rλ β ω λ η β∗   ′ = − ≥ >   ，从而有 

( ) [ ] ( ) ( )0 0 01
0, 0,1 , 1 , 0,1u t t u u t′ > ∀ ∈ = ∈ ，易证 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ){ }( ) ( ) ( ){ }( ) ( ) ( )( )

( )
[ ]

( ) ( )( )

0 0 0 0

0 0 0

0 10,

,max , ,

max , max ,

1 max .
2 s r

u t q t F t u t t u t t

q t g u t t h u t t r u t t

q t g r h s r u t c

λ ε ω ω

ε ω ε ω ω

η

∗

∗ ∗

∈

 ′′′− = − −    
   ′≤ − + − −            

   ′≤ + +    

 

因此 
( )
( )( ) ( ) ( )0

0 1

.
u t

q t Z r
r u t c

′′
− ≤

′ +
                                  (11) 

对上式从 t 到 1 做积分，能够得到 
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( )( )
( )( ) ( ) ( )1 10 1

0 1

d .
t t

d u t c
Z r q s s

r u t c

′ +
− ≤

′ +∫ ∫  

即 

( ) ( ) ( )( )
( )0 1

0 1

1 1d d ,
u c

u t c t

z Z r q s s
r z

′ +

′ +
− ≤∫ ∫  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )1
0 1 0 11 d .

t
I u t c I u c Z r q s s′ ′+ − + ≤ ∫  

再结合 ( ) [ ] [ ]0 0 0 0
ˆ1 1u u u rλ β ω β β∗   ′ = − ≤ ≤    ，得 

( )( ) ( ) ( ) ( )1
0 1 1 0

1̂ d ,I u t c I r c Z r q s sβ  ′ + ≤ + +  ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( )11
0 1 1 0

1̂ d ,u t c I I r c Z r q s sβ−  ′ + ≤ + +  ∫  

( ) ( ) ( ) ( )( )11
0 1 10

1̂ d .u t I I r c Z r q s s cβ−  ′ ≤ + + −  ∫                          (12) 

令 0t → 得 

( ) ( ) ( ) ( )( )11
0 1 10

ˆ0 1 d .u I I r c Z r q s s cβ−  ′ ≤ + + −  ∫  

结合(10)，有 

( ) [ ] ( )( )

( ) ( ) ( )( )( )
0 0 0 0

11
1 10

10 0

1̂
1̂ d .

u u bu
a

r b I I r c Z r q s s c
a a

λ α ω

α
β

∗

−

  ′= − + 

 
   ≤ + + + −  ∫

                    (13) 

对(12)从 0 到 1 做积分，有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )11
0 0 1 1

ˆ1 0 1 d .
t

u u I I r c Z r q s s cβ−  − ≤ + + −  ∫  

于是，根据(13)，得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )11
0 1 1

1̂
ˆ1 1 1 d .

t

r bu I I r c Z r q s s c
a a

α
β−

      ≤ + + + + −     ∫  

因此 

{ }

( ) ( ) ( )( )( )
0 0 01 2

11
1 1

max ,

1̂
ˆ1 1 d .

t

r u u u

r b I I r c Z r q s s c
a a

α
β−

= =

      ≤ + + + + −     ∫
 

这与(8)式矛盾。因此(9)成立。根据引理 2.4，有 

( ), , 1.ri T P Pε Ω ∩ =                                      (14) 

所以，存在 ru Pε ∈Ω ∩ ，使得T u uε ε ε= 。所以引理 2.3 中的 H ≠ ∅，即存在一个 0 0δ > ，使得 

( ) ( ) [ ]0 , 0,1 , .u t t t u Hω δ
∗

− ≥ ∀ ∈ ∈                                 (15) 
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假设 0 0
1
2

ε δ= ，且
0 0 0

T u uε ε ε= 。显然，
0

u Hε ∈ ，根据 ( ) ( ) [ ]
0 0 , 0,1u t t tε ω δ

∗
 − ≥ ∀ ∈  和 

( )

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )( ) [ ]

0 0 0

0 0

1

0

1

, ,max , , d , 0,1 ,

bu t u t u
a a

G t s q s F s u s s u s s s t

ε ε ε

ε ε

α ω β ω

ε ω ω

∗ ∗

∗

       = − + + −           
 ′ + − − ∈   

∫
 

能够得到 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) [ ]

0 0 0

0 0

1

0

1

, , , d , 0,1 .

bu t u t u
a a

G t s q s F s u s s u s s s t

ε ε ε

ε ε

α ω β ω

ω ω

    = − + + −     
 ′+ − − ∈ 
 

∫
 

假设 ( ) ( ) ( ) [ ]
0

, 0,1y t u t t tε ω= − ∈ ，经验证能够得到 

( ) ( ) ( ) ( ), , , 0,1 .y t q t f t y y t′′ ′− = ∈  

因为 

( ) ( ) ( )1 10 , 0 , 1 0,b c c
a

ω ω ω′ ′= = =  

所以根据 ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0

0 0 , 1au bu u u uε ε ε ε εα ω β ω
∗ ∗      ′ ′− = − = −         

，可知 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) [ ]0 0 0 0 0 0 ,a y b y ay by yω ω α ′ ′+ − + = − = 
 

 

( ) [ ]1 .y yβ′ =  

因此 ( )y t 是边值问题(1)的一个正解。 

定理 3.2：假设定理 3.1 的条件和引理 2.6 的条件同时成立，那么边值问题(1)至少存在两个正解。 

证：我们取(8)中的 r，令 0 0 0
10, min ,1,
2

rε ε δ η > <  
 

， 0δ 的定义同引理 2.3，取引理 2.4中 { }max 1,R r> 。

设 

[ ]{ }1
1 0,1 : ,u C u rΩ = ∈ <  

[ ]{ }1
2 0,1 : .u C u RΩ = ∈ <  

根据引理 2.6 和定理 3.1，有 

( )0 1, , 1.i T P Pε Ω ∩ =  

并且 

( )0 2, , 0.i T P Pε Ω ∩ =  

所以 

( )( )0 2 1, , 1.i T P Pε Ω −Ω ∩ = −  

因此存在 ( )
0 01, 1 2, 2 1,u P u Pε ε∈Ω ∩ ∈ Ω −Ω ∩ ，使得 
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[ ]
0 0 0 0 0 01, 1, 2, 2,, , 0,1 .T u u T u u tε ε ε ε ε ε= = ∈  

假设 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 01, 1, 2, 2,,y t u t t y t u t tε ε ε εω ω= − = − 。易得， ( )

01,y tε 和 ( )
02,y tε 为边值问题(1)的两个正

解。 
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