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Abstract 
In recent years, with the continuous observation and study of random phenomena, conditional 
distribution and conditional expectation have been widely used in various fields, but there are 
still a lot of shortcomings in the existing theories. In this paper, the conditional distribution and its 
digital characteristics are studied. Not only the definition of classical conditional distribution and 
extended conditional distribution is introduced, but also the density function form and the distri-
bution function form of the full probability formula are given. In addition, by discussing the digital 
features of the conditional distribution, we prove and generalize the new properties of the condi-
tional expectation, for example, the full probability form of the heavy expectation formula, and 
also give the definition of the conditional variance and the proof of its properties. 
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摘  要 

近年来，随着人们对随机现象的不断观察和研究，条件分布及条件期望在各个领域中得到了广泛的应用，

但是现有理论仍存在很多不足的地方。本文对条件分布及其数字特征进行了研究，不仅介绍了经典条件
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分布和扩展条件分布的定义，而且给出了全概率公式的密度函数形式和分布函数形式。此外，通过对条

件分布的数字特征进行探讨，我们证明并推广得到了有关条件期望的新的性质，例如，重期望公式的全

概率形式，同时还给出了条件方差的定义和其性质的证明。 
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经典条件分布，扩展条件分布，条件期望，条件方差 
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1. 引言 

概率论是研究复杂随机现象规律的有效方法和工具，近年来，随着社会上人们对随机现象的不断观

察和研究，概率论的应用受到了越来越多的关注。事实上，在现实生活中很少存在单一的不受别的事件

影响的情况，对于很多随机现象的研究往往有着一定的约束条件，比如，当今热门的大数据和微博热搜，

因此，人们在利用概率论的理论知识去研究生活中的随机现象时往往离不开条件分布及其数字特征。 
条件分布是概率论中最重要和最基本的概念之一，它描述了随机变量之间不独立时，已知其中一个

随机变量发生的条件下另一随机变量的概率分布问题，在计算科学、信息网络等领域都有广泛的应用。

条件期望刻画了已知一个随机变量发生的条件下另一随机变量取值的平均水平，它在随机过程和鞅的研

究中是必不可少的工具，而且在统计、金融等领域发挥了极大的作用。 
众所周知，在有关随机变量的问题上，我们往往需要计算期望、方差、分位数等特征数，这些特征

数各从一个侧面描述了该分布的特征，例如，方差描述了随机变量取值的平均“波动”程度。那么在条

件分布已知时，我们也可以计算得到条件方差等一系列特征数，从而更好的了解其分布特性。但是，现

有理论中仅仅对条件期望的定义和性质做出了阐述，并未提及有关条件分布的其他特征数。 
在已有的理论型文章中，文[1] [2]系统阐述了条件概率、条件分布与条件期望的定义和性质；文[3]

从概率空间及事件域意义下解释了条件概率和条件分布的定义；文[4]对条件期望的性质及不同情形下的

求法做出了详细分析；文[5]利用条件概率的定义，由随机变量分布函数的性质，给出了一般情形下条件

分布函数的定义；文[6]探讨了条件分布的概念、与随机变量的独立性的关系及在条件期望中的应用；文

[7]从几何角度揭示了边缘分布条件分布的几何意义；文[8]通过举例介绍当二维连续型随机变量的边缘密

度函数为 0 时，相应的条件分布函数可能为连续型分布、离散型分布，还可能是非连续型非离散型分布。 
鉴于此，本文对条件分布与条件数字特征进行了探讨，各个章节的具体安排如下： 
第一章，我们简要的回顾了条件分布及其数字特征的研究背景和现状并介绍了文章的具体结构。 
第二章，首先介绍了经典条件分布的定义，并且得到了全概率公式的密度函数形式和分布函数形式；

然后，我们进一步给出了扩展条件分布的定义，即任一非零概率事件成立的条件下分布函数的一般性定

义，并且通过例子给出了具体条件下的一些定义。 
第三章，首先介绍了条件期望的定义和性质，并且在现有内容的基础上推广得到了某些新的性质，

例如，重期望公式的全概率形式，同时给予了证明。此外，还定义了条件方差并证明了其性质。 
第四章，我们提出了进一步需要研究的相关问题，对未来的研究工作做了展望。 
本文的创新点在于对已有内容做了推广，定义了一般条件下的条件分布函数，给出了条件方差的定

Open Access

https://doi.org/10.12677/aam.2018.78122
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


尚琦，魏毅强 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2018.78122 1049 应用数学进展 
 

义和性质，并且得到了全概率公式的分布函数形式和重期望公式的全概率形式，值得推广应用。 

2. 条件分布 

2.1. 经典条件分布 

条件分布是研究变量之间相依关系的一个有力工具，它描述了随机变量之间不独立时，已知其中一

个随机变量发生的条件下另一随机变量的概率分布问题。下面给出经典的条件分布函数、条件密度函数

的定义及全概率公式的密度函数形式等内容。 
设 ( ),X Y 是二维离散型随机变量，其联合分布列为 

( ),ij i jp P X x Y y= = = , 1, 2,i = � , 1, 2,j = �  

定义 2.1.1：对一切使得 ( )
1

0j j ij
i

P Y y p p
∞

⋅
=

= = = >∑ 的 jy ，称给定 jY y= 条件下 X 的条件分布列和条

件分布函数分别为 

( ) ( )
( )|

,
| i j ij

i j i j
jj

P X x Y y p
p P X x Y y

pP Y y ⋅

= =
= = = = =

=
, 1, 2,i = �                  (2.1.1) 

( ) ( ) || |
i i

j i j i j
x x x x

F x y P X x Y y p
≤ ≤

= = = =∑ ∑                           (2.1.2) 

设 ( ),X Y 是二维连续型随机变量，其联合密度函数为 ( ),f x y ，边际密度函数为 ( )Xf x ， ( )Yf y 。 

定义 2.1.2 [1]：对一切使得 ( ) 0Yf y > 的 y，给定Y y= 条件下 X 的条件分布函数和条件密度函数分别为 

( ) ( )
( )
,

| d
x

Y

f u y
F x y u

f y−∞
= ∫                                  (2.1.3) 

( ) ( )
( )|

,
|X Y

Y

f x y
f x y

f y
=                                    (2.1.4) 

注：当 ( ) 0Yf y = 或 ( ) 0Xf x = 时，概率论中并未给出明确的定义。事实上，当 ( ) 0Yf y = 或 ( ) 0Xf x =

时，条件分布可能为连续型分布、离散型分布和既非连续又非离散型分布，例如，设二维连续型随机变

量 ( ),X Y 的联合密度函数为 ( )
4 , 0 1,0 1

,
0,

xy x y
f x y

≤ ≤ ≤ ≤
= 
 其他

，求在 0Y = 条件下 X 的条件分布。经计算

( )
2 , 0 1
0,X

x x
f x

≤ ≤
= 
 其他

， ( )
2 , 0 1
0,Y

y y
f y

≤ ≤
= 
 其他

，由于 ( ) ( ) ( ), X Yf x y f x f y= ，所以 X 和 Y 相互独立，其

条件分布就是无条件分布，故在 0Y = 条件下 X 的条件密度为 ( ) ( )|

2 , 0 1
| 0

0,X Y X

x x
f x f x

≤ ≤
= = 

 其他
。 

有了条件分布密度函数的概念，顺便给出连续随机变量场合下全概率公式和贝叶斯公式的密度函数

形式，先将(2.1.4)式改写成 

( ) ( ) ( )|, |Y X Yf x y f y f x y=                                 (2.1.5) 

再对 ( ),f x y 求边际密度函数，即得如下定理： 

定理 2.1.1 (全概率公式的密度函数形式) 

( ) ( ) ( )| | dX Y X Yf x f y f x y y
∞

−∞
= ∫                               (2.1.6) 

有了联合密度函数 ( ),f x y 和边际密度函数 ( )Xf x ，很容易即可得到如下定理： 
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定理 2.1.2 (贝叶斯公式的密度函数形式) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

|
|

|

|
|

| d
Y X Y

Y X

Y X Y

f y f x y
f y x

f y f x y y
∞

−∞

=
∫

                             (2.1.7) 

根据全概率公式的密度函数形式，我们很容易可以推广到分布函数上，即得： 
定理 2.1.3 (全概率公式的分布函数形式) 

( ) ( ) ( )| dX YF x F x y f y y
∞

−∞
= ∫                                (2.1.8) 

证明： 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )|| d | d d , d d
x x

Y X Y Y XF x y f y y f x y x f y y f x y x y F x
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞ −∞
= = =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

结论得证。 

2.2. 扩展条件分布 

以上定义的条件分布及条件密度函数等都是在给定Y y= 条件下给出的，如果将所定义的条件延伸为

任一事件的发生，分布函数、密度函数的定义会有什么样的变化呢？下面我们首先给出 B 事件发生条件

下 X 的条件分布函数的一般性定义。 
定义 2.2.1 由条件概率，记 ( ){ }:A X xω ω= −∞ < ≤ ，B 为任一概率非零事件，即 ( ) 0P B > ，则称 

( ) ( ) ( ) ( )
( )| | | |X B

P AB
F x B P X x B P A B

P B
= ≤ = =                         (2.2.1) 

为 B 事件发生条件下 X 的条件分布函数。 
下面通过举例给出几个具体条件下的定义。 
例 2.2.1：设 ( ),X Y 是随机变量，由定义 2.2.1 我们可进一步分连续和离散两种情况给出Y y≤ 条件下

X 的条件分布函数和相应的条件密度函数。 
当 ( ),X Y 为二维连续型随机变量时，对一切使得 ( ) 0YF y > 的 y，称 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )|

, d d , d d,
| |

, d d

x y x y

X Y y y
Y

f u v u v f u v u vP X x Y y
F x Y y P X x Y y

P Y y F yf u v u v
−∞ −∞ −∞ −∞

≤ ∞

−∞ −∞

≤ ≤
≤ = ≤ ≤ = = =

≤
∫ ∫ ∫ ∫
∫ ∫

    (2.2.2) 

为给定Y y≤ 条件下 X 的条件分布函数。 
原来的条件密度函数是利用取极限和中值定理得到的，这里的条件密度函数通过求导的方式来给出，如下： 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

|
|

, d , d|
|

, d d

y y

X Y y
X Y y y

Y

f x v v f x v vF x Y y
f x Y y

x F yf u v u v
≤ −∞ −∞

≤ ∞

−∞ −∞

∂ ≤
≤ = = =

∂
∫ ∫

∫ ∫
             (2.2.3) 

当 ( ),X Y 为二维离散型随机变量时，对一切使得 ( ) 0YF y > 的 y，称 

( ) ( ) ( )
( )

( )

( )

( )
( )

|

,
| |

, ,

,
i j i j

i j

X Y y

i j i j
x x y y x x y y

Yi j
x y y

P X x Y y
F x Y y P X x Y y

P Y y

P X x Y y P X x Y y

F yP X x Y y

≤

≤ ≤ ≤ ≤

≤

≤ ≤
≤ = ≤ ≤ =

≤

= = = =

= =
= =

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

              (2.2.4) 

为给定Y y≤ 条件下 X 的条件分布函数。 
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相应的条件分布列为 

( ) ( )
( )

( )

( )

( )
( )|

, ,
,

|
,

j j

i

i j

i j i j
y y y yi

x Y y i
Yi j

x y y

P X x Y y P X x Y y
P X x Y y

p P X x Y y
P Y y F yP X x Y y

≤ ≤

≤

≤

= = = =
= ≤

= = ≤ = = =
≤ = =

∑ ∑

∑ ∑
   (2.2.5) 

注意到，这里只给出了给定Y y≤ 条件下 X 的条件分布函数以及连续场合的条件密度函数、离散场合

的条件分布列，我们可以把这个事件定义为任意一个区间，例如，Y y> ，在实际问题中，可以根据情况

的不同进行定义。 

例 2.2.2：设随机变量 X 的密度函数为 ( )
2 , 0 1
0,

x x
f x

< <
= 
 其他

，求 a X b< <  ( )1b a b− < < 条件下 X 的

条件分布函数。 
解：考虑到需满足 ( ) 0P a X b< < > ，这里分析三种情况： 
1) 当 0a b< < 时， 

( ) ( )
( ) ( ){ }

( )
{ }2 2

2

0 0

min ,min ,
| | 0

1

x

x bP X x P X b
F x a X b P X x a X b x b

P X b b
x b

<


≤ < 
< < = ≤ < < = = ≤ <

< 
 ≥


 

2) 当 0 1a b< < < 时， 

( ) ( ) ( )
( )

{ }2 2 2 2

2 2

0

min ,,
| |

1

x a

x a b aP X x a X b
F x a X b P X x a X b a x b

P a X b b a
x b

<


− −≤ < < 
< < = ≤ < < = = ≤ <

< < −
 ≥


 

3) 当 1a b< < 时， 

( ) ( ) ( )
( )

2 2

2

0
,

| | 1
1

1 1

x a
P X x X a x aF x a X b P X x a X b a x

P X a a
x

≤
≤ > −< < = ≤ < < = = < <

> −
 ≥

 

以上便给出了 a X b< < 条件下 X 的条件分布函数。 
例 2.2.3：设 X 和 Y 是相互独立的随机变量，且 ( )1X P λ∼ ， ( )2Y P λ∼ 。在已知 X Y n+ = 的条件下，

求 X 的条件分布函数。 
解： ( ) ( ) ( )| | |

k x
F x X Y n P X x X Y n P X k X Y n

≤

+ = = ≤ + = = = + =∑  

又知在 X Y n+ = 条件下，X 服从二项分布 ( ),b n p ，其中 ( )1 1 2p λ λ λ= + ，则 

( ) ( ) 1| 1 kk k
n

k x
F x X Y n C p p −

≤

+ = = −∑  

其中 ( )1 1 2p λ λ λ= + ，上式便给出了 X Y n+ = 条件下 X 的条件分布函数。 

3. 条件分布下的数字特征 

3.1. 条件期望 

条件期望在概率论及现实生活中用途广泛，近年来随着研究的深入，条件期望在很多领域中都得到
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了应用，并取得了很好的效果。下文详细介绍了有关条件期望的定义、性质和重期望公式等，并基于上

一章的内容，给出了重期望公式的全概率形式。 

定义 3.1.1：设 ( ),X Y 是二维连续型随机变量，对于一切使得 ( ) 0Yf y > 的 y，若 

( ) ( )| |i i
i

E X Y y x P X x Y y= = = = < ∞∑ ，则称 

( ) ( )| |i i
i

E X Y y x P X x Y y= = = =∑                             (3.1.1) 

为给定Y y= 条件下 X 的条件数学期望。 
定义 3.1.2：设 ( ),X Y 是二维连续型随机变量，对于一切使得 ( ) 0Yf y > 的 y，若 

( ) ( )|| | dX YE X Y y x f x y x
∞

−∞
= = < ∞∫ ，则称 

( ) ( )|| | dX YE X Y y xf x y x
∞

−∞
= = ∫                               (3.1.2) 

为给定Y y= 条件下 X 的条件数学期望。 
我们特别要强调的是： ( )|E X Y y= 是 y 的函数，对 y 的不同取值， ( )|E X Y y= 的取值也在发生变

化，而 ( )|E X Y 是随机变量 Y 的函数，可以将 ( )|E X Y y= 看成是Y y= 时 ( )|E X Y 的一个取值。 

性质 3.1.1：设 X,Y 是随机变量， ( )g x ， ( )h y 是实函数，且以下涉及的数学期望均存在，则 

( )0 0
1 1

| |
n n

i i i i
i i

E a a X Y a a E X Y
= =

  + = +  
  

∑ ∑ ， ia R∈ ， 1, ,i n= �                 (3.1.3) 

( )( ) ( )|E h Y Y h Y=                                                (3.1.4) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )| |E g X h Y Y h Y E g X Y=                                 (3.1.5) 

当 X,Y 独立时， ( )( ) ( )|E g X Y Eg X=                                (3.1.6) 

定理 3.1.1 [1] (重期望公式)：设 ( ),X Y 是二维随机变量，且 ( )E X 存在，则 
( ) ( )( )|E X E E X Y=                                   (3.1.7) 

重期望公式的用途在于当计算 X 的均值较困难时，借助一个与 X 有关的量 Y，用 Y 的不同取值把 X
的取值划分成若干个小区域，先在小区域上求 X 的平均，再以此类平均求加权平均，即可得 X 的均值 EX。 

上一章给出了给定Y y≤ 条件下 X 的条件分布函数和密度函数，我们很容易联想到 Y 取值于某一区间

条件下 X 的条件分布函数和密度函数，考虑到重期望公式在该条件下的表示，很容易即得： 
定理 3.1.2 (重期望公式的全概率形式)：设 ( ),X Y 是随机变量，且 ( )E X 存在，若存在 1, , ny y� ，且 

1 2 ny y y−∞ < ≤ ≤ ≤ < ∞� ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1 1 2 2 1

1 1

| |

| | 1
Y Y Y

n n Y n Y n n Y n

E X E X Y y F y E X y Y y F y F y

E X y Y y F y F y E X Y y F y− −

= ≤ ⋅ + < ≤ ⋅ − +

+ < ≤ ⋅ − + > ⋅ −

�
          (3.1.8) 

其中，最简单的形式为 
( ) ( ) ( ) ( )( )| | 1Y YEX E X Y y F y E X Y y F y= ≤ ⋅ + > ⋅ −                      (3.1.9) 

证明：这里仅给出(3.1.9)式的证明，(3.1.8)同理可证。 
当 ( ),X Y 为二维连续随机变量时， 

( ) ( ) ( ) ( )
( )
( ) ( )

( )

|

, d
| | d d

, d d

y

Y X Y y Y Y
Y

y

f x v v
E X Y y F y xf x Y y x F y x x F y

F y

f x v v x

∞ ∞ −∞
≤−∞ −∞

∞

−∞ −∞

≤ ⋅ = ≤ ⋅ = ⋅

=

∫
∫ ∫

∫ ∫
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( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )

( )

|

, d
| 1 | d 1 d 1

1

, d d

y
Y X Y y Y Y

Y

y

f x v v
E X Y y F y xf x Y y x F y x x F y

F y

f x v v x

∞

∞ ∞

>−∞ −∞

∞ ∞

−∞

> ⋅ − = > ⋅ − = ⋅ −
−

=

∫
∫ ∫

∫ ∫

 

将结果代入(3.1.9)式可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )

| | 1 , d d , d d

, d d

y
Y Y y

E X Y y F y E X Y y F y f x v v x f x v v x

xf x v v x

EX

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

≤ ⋅ + > ⋅ − = +

=

=

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫  

离散场合证明类似，故结论得证。 
注：定理 3.1.2 是重期望公式的另一种表达形式，实际与重期望公式是一致的。当随机变量 Y 在不同

区间取值时，若 X 有不同的分布形式，此时借助该定理去求解会更容易，若 X 有相同的分布形式，该定

理只是通过分区间求期望再累加的方式进行求解，与单点求期望再积分或累加是一致的。 
推论 3.1.1 设 ( ),X Y 是随机变量， ( )g x 为实函数，若 ( )Eg X 存在，则 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )( )

1 1 1 2 2 1

1 1

| |

|

| 1

Y Y Y

n n Y n Y n

n Y n

E g X E g X Y y F y E g X y Y y F y F y

E g X y Y y F y F y

E g X Y y F y
− −

= ≤ ⋅ + < ≤ ⋅ −

+ + < ≤ ⋅ −

+ > ⋅ −

�          (3.1.10) 

特别地， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 1 1 2 2 1

1 1

| |

|

| 1

k k k
Y Y Y

k
n n Y n Y n

k
n Y n

E X E X Y y F y E X y Y y F y F y

E X y Y y F y F y

E X Y y F y

− −

= ≤ ⋅ + < ≤ ⋅ −

+ + < ≤ ⋅ −

+ > ⋅ −

�             (3.1.11) 

此外，根据中心矩与原点矩的关系，同理可求得 X 的 k 阶中心矩。 
性质 3.1.2 设 X，Y，Z 是随机变量， ( )g x 是实函数，且以下涉及的数学期望均存在，则 

( )( ) ( )|E E g X Y Eg X  =                                      (3.1.12) 

( ) ( )( )|E XY E YE X Y=                                       (3.1.13) 

( )( ) ( ), | ,Cov Y E X Y Cov X Y=                                  (3.1.14) 

( ) ( )( )( )( )| , |E XYZ E XE YE Z X Y X=                            (3.1.15) 

证明：在此仅给出上述四条性质在连续场合的证明，离散场合的证明可类似得出。设二维连续随机

变量 ( ),X Y 的联合密度函数为 ( ),f x y ，Y y= 条件下 X 的条件密度函数为 ( )| |X Yf x y 。 

1) 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

|| | d d

,
d d

, d d

X Y Y

Y
Y

E E g X Y g x f x y x f y y

f x y
g x x f y y

f y

g x f x y x y

Eg X

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

  = 

 
=   

 

=

=

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫
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2) 

( ) ( )

( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )
( )( )

|

|

, d d

| d d

| d d

| d

|

X Y Y

X Y Y

Y

E XY xyf x y x y

xyf x y f y x y

y xf x y x f y y

yE X Y y f y y

E YE X Y

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞ ∞

−∞ −∞

∞

−∞

=

=

=

= =

=

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫

 

3) 
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
, | | |

,

Cov Y E X Y E YE X Y E Y E E X Y

E XY E Y E X Cov X Y

= −

= − =
 

4) 假设给定 X x= 时， ( ),Y Z 的条件密度函数为 ( ) ( )( ), | , |Y Z Xf y z x ，给定 X x= 和Y y= 时，Z 的条件

密度函数为 ( ) ( )( )| , | ,Z X Yf z x y ，且 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )|, | | ,, | | , |Y XY Z X Z X Yf y z x f z x y f y x= 成立。 

由(2)可得 ( ) ( )( )|E XYZ E XE YZ X=  

当 X x= 时， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )( )

|, | | ,

| || ,

| , | d d | , | d d

| , d | d | , | d

| , |

Y XY Z X Z X Y

Y X Y XZ X Y

E YZ X x yzf y z x y z yzf z x y f y x y z

y zf z x y z f y x y yE Z X x Y y f y x y

E YE Z X x Y X x

∞ ∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞ −∞

∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

= = =

= = = =

= = =

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫  

故 ( ) ( )( )( )| | , |E YZ X E YE Z X Y X=  

从而可得 ( ) ( )( )( )( )| , |E XYZ E XE YE Z X Y X=  

证毕。 
定理 3.1.3 [2]：设 ( ),X Y 是随机变量，且 2EX < ∞，对于任何实函数 ( )g x ，都有 

( )( ) ( )( )2 2
|E X E X Y E X g Y− ≤ −                             (3.1.16) 

定理 3.1.3 给出了均方意义下，已知随机变量 Y 的条件下，X 的最优预测为 ( )|E X Y ，该定理可以解

决一系列的预测问题，它在当前的经济发展中发挥了不可或缺的作用。 

3.2. 条件方差 

条件期望 ( )|E X Y 是给定 Y 条件下随机变量 X 的分布的一种位置特征数，但该位置特征数无法反映

出给定 Y 条件下 X 取值的“波动”程度，以下定义了度量此种“波动”程度大小的条件方差，并对其性

质给予了证明。 
定义 3.2.1：设 ( ),X Y 是二维随机变量，若 2EX < ∞，则称 

( ) ( )( )2
| | |D X Y E X E X Y Y = −  

                             (3.2.1) 

为 Y 已知时 X 的条件数学方差，简称为条件方差。 
性质 3.2.1：条件方差具有如下性质： 

( ) ( ) ( )( )22| | |D X Y E X Y E X Y= −                              (3.2.2) 

( )| 0D c Y = ， c R∀ ∈                                         (3.2.3) 

( )( ) ( )2| |D aX b Y a D X Y+ = ， ,a b R∀ ∈                         (3.2.4) 
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( ) ( ) ( )| |D X ED X Y DE X Y= +                                  (3.2.5) 
证明：假设以下涉及的期望及方差均存在。 

1) 

( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( )

2

22

2 22

22

| | |

| | 2 | |

| | 2 |

| |

D X Y E X E X Y Y

E X Y E X Y E XE X Y Y

E X Y E X Y E X Y

E X Y E X Y

 = −  

= + −

= + −

= −

 

2) ( ) ( )( ) ( )2 2| | | | 0D c Y E c E c Y Y E c c Y   = − = − =    
 

3) 

( )( ) ( )( )( )
( )( )

( )( )
( )

2

2

22

2

| | |

| |

| |

|

D aX b Y E aX b E aX b Y Y

E aX aE X Y Y

a E X E X Y Y

a D X Y

 + = + − +  
 = −  
 = −  

=

 

4) 

( ) ( )
( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( )( ) ( )

2

2

2 2

222

2

| |

| | 2 | |

| 2 | | |

2 | | |

D X E X EX

E X E X Y E X Y EX

E X E X Y E E X Y EX E X E X Y E X Y EX

EX E X Y E XE X Y E E X Y E E X Y

E XE X Y XEX E X Y EXE X Y

= −

= − + −

 = − + − + − − 

= + − + −

 + − − +  

 

( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

22

22 2

22

22

| 2 | |

2 | 2 2 | 2

| |

| | |

| |

EX E X Y E XE X Y DE X Y

E XE X Y EX E X Y EX

EX E X Y DE X Y

E E X Y E E X Y DE X Y

ED X Y DE X Y

= + − +

+ − − +

= − +

= − +

= +

 

证毕。 

4. 展望 

本论文虽然在已有内容的基础上推广得到了一些结论，但随着条件分布及其数字特征的理论的深入

研究，今后还有很多相关的内容值得我们去探讨。比如：分布函数和特征函数是一一对应的，那么条件

分布函数的特征函数怎样去表示，它具有怎样的性质呢?希望有关条件分布的理论日益完善，并且得到越

来越广泛的应用。 
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