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Abstract 
This paper mainly analyzes the problem of calculating the maximum flow of the network by the 
Dinic algorithm. First we review the basic concepts of residual networks and hierarchical net-
works, then analyze the specific process of calculating the maximum flow of the network by the 
Dinic algorithm. By comparing with the Ford-Fulkerson algorithm and the Edmonds-Karp algo-
rithm, the highlight of the Dinic algorithm is demonstrated. Through the comparison of correla-
tions, the conclusion is that the Dinic algorithm works better than Ford-Fulkerson and is better 
than Edmonds-Karp. 

 
Keywords 
Dinic, Network Flow, Maximum Flow, Augmenting Chain 

 
 

基于连续最短增广链的网络最大流分析 

李  港，苗金宝，胡春安 

江西理工大学，信息工程学院，江西 赣州 
 

 
收稿日期：2018年10月2日；录用日期：2018年10月15日；发布日期：2018年10月22日 

 
 

 
摘  要 

本文主要是分析连续最短增广链算法计算网络最大流的问题。先综述残留网络和层次网络的基本概念，

然后分析连续最短增广链算法计算网络最大流的具体过程，再通过与Ford-Fulkerson (福特-富尔克森算

法)和Edmonds-Karp (埃德蒙兹-卡普算法)算法进行比较来体现出连续最短增广链算法的突出点。通过

相关性的比较，结论是连续最短增广链算法运行效果明显比Ford-Fulkerson好，且优于Edmonds-Karp。 
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1. 引言 

网络流中最大流问题是一个经典的问题，在最初的 Ford-Fulkerson 算法提出到现在已有 60 多年的历

史了[1]，一直是个值得研究的问题。在此过程中，也提出了许多与之相关的算法。相比于初期的算法，

现在对于网络最大流的算法得到了很大的改进，算法时间和空间复杂度都有所下降。常用的算法为

Ford-Fulkerson 算法[2]、Edmonds-Karp 算法[3]和 Dinic 算法[4]等。 
Ford-Fulkerson 算法是利用深度优先搜索的思想来寻找增广链，而这样寻找会使得复杂度依赖于最大

传输量。Edmonds-Karp 算法则在 Ford-Fulkerson 算法的基础上进行了修改，使得每次按最短路径寻找增

广链，但每次找完一个最短增广链后需要重新寻找，利用率不高。而 Dinic 算法则是效率更高，使用更

频繁。 
为此，本文对连续最短增广链算法在网络最大流问题上做一个详细的分析。该算法虽然也是按最短

路径来寻找增广链的，不过增加了一个层次网络。相比于每次重新寻找最短增广链来说，利用层次网络

将避免了重新寻找最短的增广链所带来的多余的步骤。 

2. 基本概念 

2.1. 基本定义 

定义 1.1：有向图为 D = (V, E)。V 为节点集合，E 为边集合，D 为由 E 和 V 构成的有向图。 
定义 1.2：对于任意一条边 e = <u, v> {e ∈ E, v, u ∈ V}，将会有值 c(e)，表示该边的最大容量。 
定义 1.3：f(e)为该边 e 现有的传输量，对于任意的边 e ∈ E，它将有 0 ≤ f(e) ≤ c(e)。 
定义 1.4：容量网络中会有一个源点 s 和一个汇点 t。对于给定的容量网络，将存在源点 s 和汇点 t，

分别表示网络图中的起点和终点。其它为中间顶点，源点 s 需要通过中间顶点传输到汇点。 
定义 1.5：容量网络为 G = (V, E, C)。见图 1，对于任意边 e，将有(c(e), f(e))，其中 c(e)为最大容量，

f(e)为实际传输量。 
 

 
Figure 1. Capacity-network 
图 1. 容量网络 
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2.2. 预备知识 

学会连续最短增广链算法首先需要了解的是残留容量网络。设有容量网络为 G = (V, E, C)，那么残

留容量网络为 G'(V', E', C') [5]，其中 G'的顶点集不变，即 V' = V，但对于 E'来说，就发生了改变。如果

G 中存在 e = <u, v> {e ∈ E, u, v ∈ V}，满足 c(e) > f(e)，那么 G'将有边 e' = <u, v> {e' ∈ E', u, v ∈ V'}，满

足 c(e') = c(e) − f(e)。如果 G 存在 e = <u, v> {e ∈ E'，u, v ∈ V'}，满足 f(e) > 0，那么 G'将有 e' = <v, u> {e' 
∈ E'，u, v ∈ V'}，满足 c(e') = f(e)。见图 2，边的值对应 c(e')。 

了解残留网络还是不够的，还需要理解层次网络[6]。见图 3，在层次网络中，源点 s 的层次为 0，在

残留网络中将存在一顶点 v ∈ V'，那么源点 s 到达 v 的最短路径长度就是 v 的层次。从源点 s 开始，以广

度优先搜索的方法构建层次网络，使的能找到一条最短的增广链。如果无法构建层次网络，就说明网络

最大流的求解已经得知。 

3. 连续最短增广链算法 

3.1. 算法思路 

连续最短增广链算法是先建立层次网络，然后基于层次网络找到最短的增广链，以达到最优解，并

且在层次网络上每使用一次增广链后还可以重复使用，直到最短的增广链不存在。如果找不到最短的增

广链就利用剩下的残留容量网络继续构建层次网络，并重复这些步骤。当层次网络无法构建时，那么网

络最大流问题也就结束了。 
已知有一容量网络为 G = (V, E, C)，顶点数为 n，最大容量为 C，实际传输量为 f，层次数 l，源点为

s，汇点为 t。 
 

 
Figure 2. Residual network 
图 2. 残留网络 

 

 
Figure 3. Hierarchical network 
图 3. 层次网络 
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步骤①：初始化容量网络 G 和可行流 f，使的 f = {0}。 
步骤②：构建层次网络，设集合 P 为已经设置好层次的顶点集合，Q 为已经从集合 P 中取出来使用

的顶点集合，将源点 s 的层次设为 0，即 level(s) = 0，并将 s 加入集合 P 中，使的 P = {s}。接着从 P 中取

出一顶点 v(v ∈ P，v ∉ Q)，对于任意边 e = <v, u> {u ∉ P}且 c(e) > 0，有 level(u) = level(v) + 1。这样就能

计算 v 的所有邻居节点的层次，并将 v 加入集合 Q，与 v 相连的 u 加入 P。重复以上步骤，使的无法从 P
中取出元素即层次网络构建完成。 

步骤③：利用层次网络寻找最短的增广链，而层次网络可以重复使用，并且寻找最短的增广链需要

以源点 s 为出发点，以汇点 t 为终点。一开始以层次为 0 的点开始，即源点 s，由于对于任意边 e = <s, u>
且 c(e) > 0 有 level(u) = level(s) + 1，所以寻找 s 的下一顶点时就可以根据层次网络快速求得 u。同理，对

于任意边 e = <u, v>且 c(e) > 0 有 level(v) = level(u) + 1，这样就可以得到 u 的下一顶点。由于步骤②层次

网络构建完成，那么汇点 t 一定有层次，继续寻找下一顶点，直到汇点 t 就说明最短的增广链成功的找到。

然后在增广链的基础上更新残留容量网络，接着继续寻找最短的增广链，直到找不到为止。 
步骤④：若能构建层次网络，跳到步骤②，如若不能则网络最大流问题求解完毕。 

3.2. 计算过程 

下面将对一个具体的网络流进行分析，为了更好的理解连续最短增广链算法，模拟连续最短增广链

算法计算网络最大流的过程。以图 4 为例进行分析。 
图 4 中弧的数字表示最大容量，初始网络流值为 0。设 V1 位源点，V6 为汇点来计算网络图中的最大

网络流。首先要构建层次网络，将源点 V1 的层次设为 0，根据步骤②的思路来计算每个节点的层次数，

得到的层次数如表 1 所示。 
得到了层次网络后，就用它来寻找最短增广链。用层次网络能更快的查找出最短增广链，将得到两

条最短增广链，分别是 V1 → V2 → V3 → V6 和 V1 → V4 → V5 → V6。接着更新网络图，以便得到

最新的残留网络。更新后的残留网络如图 5 所示，此时最大网络流为 9。 
图 5 中弧的两个数字分别为最大容量和实际传输量。在增广后明显可以看出 V2 → V3 这条边已经满

了，无法再传输了，但根据增广链的思想，从 V3 → V2 还能传输 6。现在增广后的网络图上再重新构建

层次网络，构建后的层次数如表 2 所示。 
INF 表示无穷大，代表着无法从源点 V1 达到此点。此时可以得出最短增广链只有一条 V1 → V2 → 

V4 → V5 → V6，继续在层次网络的基础上更新残留网络。得到的新的残留网络如图 6 所示。  
由于此时不能再构建层次网络了，所以结束该算法，得到的网络最大流为 11。连续最短增广链算法

主要是利用构建好的层次网络能更快的查找最短增广链。 
 
Table 1. The hierarchy number of the original network planning 
表 1. 原网络图中的层次数 

节点 V1 V2 V3 V4 V5 V6 

层次 0 1 2 1 2 3 

 
Table 2. The hierarchy number of the original network planning after first update 
表 2. 第一次更新的残留网络中的层次数 

节点 V1 V2 V3 V4 V5 V6 

层次 0 1 INF 2 3 4 
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Figure 4. The original network planning 
图 4. 原网络图 

 

 
Figure 5. The residual network after first update 
图 5. 第一次更新的残留网络 

 

 
Figure 6. The residual network after second update 
图 6. 第二次更新的残留网络 

3.3. 算法复杂度分析 

连续最短增广链算法需要重复运行步骤②和步骤③，构建层次网络以及查找最短增广链。已知容量

网络 G 有 V 个顶点，E 条边。在连续最短增广链算法中最多构建 V 分层次网络。 
首先分析步骤②构建层次网络，层次网络是从源点开始，将每个节点与源点的距离算出来以确定节

点的层次数。而这过程是用 BFS 思想[7]来实现的，这就需要遍历每一条边。即构建一个层次网络的时间

复杂度是 O(E)，由于需要构建 V 个层次网络，所以构建层次网络总的时间复杂度是 O(VE)。 
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步骤③是在层次网络的基础上寻找最短增广链。由于有 E 条边，那么最多将存在 E 条增广链。而对

于每一条增广链，都是在层次网络的基础上寻找得来的。而层次数是与源点的距离，那么层次数最大是

V，即最短增广链的长度最大为 V。所以在寻找增广链上时间复杂度是 O(VE)。由于最多构建 V 个层次

网络，而在每个层次网络上寻找最短增广链的时间复杂度是 O(VE)，那么寻找增广链总的时间复杂度是

O(EV2)。 
综上所述，连续最短增广链的时间复杂度是 O(EV + EV2)，即 O(EV2)。 

4. 算法比较 

1) Ford-Fulkerson 算法，该算法是每次都寻找一条从源点 s 到汇点 t 的路径[8]。然后更新残留网络，

直到找不到为止。由于该算法是每找到一条路径后更新残留网络，而残留网络每一条边的最大传输量是

根据上一个残留网络得来。已知容量网络的最大传输量是 F，那么该算法最坏情况下需要进行 F 次深度

优先搜索，那么总的时间复杂度是 O(FE)，那么当 F 是很高时明显不是一种好方法。 
2) Edmonds-Karp 算法，该算法是每次寻找一条最短的增广链来进行更新[9]。由于每次查找一条最短

的增广链就更新一次，而最坏情况下会有 E 条增广链。每次更新残留网络的话需要 O(VE)的复杂度，那

么总的时间复杂度是 O(EV2)，在存在增广链的条件下，E 的最少数量是 V − 1，当然实际情况是更多的，

即 E > V，对 E 进行平方明显不是最优的情况。 
3) 连续最短增广链算法，该算法是分为 V 个阶段，每个阶段构建层次网络和查找最短增广链。先建

立层次网络，在层次网络的基础上去找最短的增广链，而时间复杂度是 O(EV2)。 
一般情况下 V < E，那么 O(EV2)的时间复杂度优于 O(EV2)，而且不需要考虑最大容量上限的问题。

不难看出，连续最短增广链算法运行效果明显比 Ford-Fulkerson 好，且优于 Edmonds Karp。 

5. 案例比较 

例 1：针对图 7 的图型模型，利用连续增广链算法求其最大流。  
1) Ford-Fulkerson 算法：在最佳情况下需要增广 2 次，最坏情况下需要增广 4036 次。该算法就是简

单用DFS思想去寻找一条增广链，最坏情况下会一直是Vs → V2 → V5 → Vt和Vs → V4 → V5 → V2 
→ V3 → Vt 这两条。这就需要增广 4036 次。当然如果正好寻找增广链是寻找到的是 Vs → V2 → V3 → 
Vt 和 Vs → V4 → V5 → Vt 这两条，就只需要增广 2 次，这是最好的情况。 

2) Edmonds-Karp 算法：在最佳情况下需要增广 2 次，最坏情况下需要增广 3 次。该算法相比

Ford-Fulkerson 算法，有一个优势，每次增广是按 BFS 思想寻找最短增广链的。所以在最坏情况下寻找

到的增广链依次是 Vs → V2 → V5 → Vt、Vs → V4 → V5 → Vt 和 Vs → V2 → V3 → Vt 这三条。

在最佳情况下的寻找到的增广链是 Vs → V2 → V3 → Vt 和 Vs → V4 → V5 → Vt 这两条。按最短路

径寻找增广链相比于 DFS 毫无目的的寻找快的多。 
3) Dinic 算法：在最佳情况下需增广 2 次，最坏情况下需增广 3 次。该算法首先构建层次网络，在层

次网络的基础上寻找最短增广链。最坏情况下寻找到的增广链分别 Vs → V2 → V5 → Vt、Vs → V4 → 
V5 → Vt 和 Vs → V2 → V3 → Vt 这三条。在最佳情况下寻找到的增广链是 Vs → V2 → V3 → Vt 和

Vs → V4 → V5 → Vt 这两条。相比于 Edmonds-Karp 算法每次寻找增广链都用 BFS 查找一遍来说，在

层次网络的基础上寻找最短增广链将快的多。 
例 2：针对图 8 的图型模型，利用连续增广链算法求其最大流。  
1) Ford-Fulkerson 算法：在最佳情况下，需要增广 2 次，最坏情况需要增广 4036 次。用 DFS 来寻找

增广链最坏情况下，增广链将会一直是 Vs → V6 → V5 → Vt 和 Vs → V2 → V4 → V5 → V6 → Vt 
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Figure 7. Example 1 
图 7. 案例 1 

 

 
Figure 8. Example 2 
图 8. 案例 2 

 
这两条。这就需要增广 4036 次。也有可能正好寻找到 Vs → V6 → Vt 和 Vs → V2 → V4 → V5 → Vt

这两条，这是最佳情况下，需要增广 2 次。 
2) Edmonds-Karp 算法：在最佳情况下需要增广 3 次，最坏情况下需要增广 4 次。按最短距离寻找增

广链，最坏情况下将依次找到 Vs → V6 → Vt、Vs → V2 → V3 → Vt、Vs → V2 → V6 → V5 → 
Vt 和 Vs → V2 → V4 → V5 → Vt 这四条，最佳情况下将寻找到 Vs → V6 → Vt、Vs → V2 → V3 
→ Vt 和 Vs → V2 → V4 → V5 → Vt 这三条。 

3) Dinic 算法：在最佳情况需要增广 3 次，最坏情况下需增广 4 次。最坏情况下的增广链分别是 Vs → 
V6 → Vt、Vs → V2 → V3 → Vt、Vs → V2 → V6 → V5 → Vt 和 Vs → V2 → V4 → V5 → Vt
这四条。最佳情况下的增广链分别是 Vs → V6 → Vt、Vs → V2 → V3 → Vt 和 Vs → V2 → V4 → 
V5 → Vt 这三条。 

整体来说连续最短增广链算法运行速度效果明显快于 Ford-Fulkerson，而连续最短增广链算法是建立

一个层次网络，使得查找最短的增广链可重复使用。又因为 Edmonds-Karp 算法每找到一个最短的增广链

就更新下。所以可以得出结论：连续最短增广链算法效果明显比 Ford-Fulkerson 好，且优于 Edmonds-Karp
算法。 

6. 结束语 

网络最大流问题从提出来现在经历了这么多年，为了解决这个问题，提出了很多算法，算法复杂度

也逐渐降低。为此，本文对主要常用的连续最短增广链算法，做了一个详细而全面的分析。由于连续最

短增广链算法用到了一个层次网络，使得每次能快速地查找到最短的增广链并能重复使用。相比

Edmonds-Karp 算法有了明显时间上的优化，而且也不要像 Ford-Fulkerson 算法那样需要考虑容量网络中

的最大传输量。 
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