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Abstract 
A graph H is called a minor of a graph G if H can be formed from G by deleting edges and vertices 
and by contracting edges. Let G be a k-connected graph such that G contains no other k-connected 
graph as its minor, then we call G a minor minimal k-connected graph. M. Kriesell showed that 
every minor hyper-5 connected graph has at most 12 vertices. In this paper, we show that every 
minor super-5 connected graph has at most 12 vertices. 
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摘  要 

如果图G可以经过去边，或者去点，或者收缩子图得到子图H，则称H是G的子式。若G是k-连通图且G中
不包含另外一个k-连通图作为子式，则称G是子式极小的k-连通图。M. Krisesell证明了子式极小的

hyper-5连通图的顶点数至多是12。本文将这个结论推广到Super-5连通图。 
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1. 引言 

在本文中我们考虑的都是有限阶，无向的简单图，未经说明的术语和记号我们参考 [1]。设

( ) ( )( ),G V G E G= ，其中 ( )V G 是 G 的顶点集， ( )E G 是 G 的边集。记 ( )G V G= 。若图 G 的任意顶点

x 与 y 都有连接 x 与 y 的路，则称 G 是连通图，否则 G 是不连通图，用 ( )Gκ 表示 G 的连通度。对于连

通图 G， ( )T V G⊆ 且G T− 至少有两个分支，则称 T 是 G 的一个点割。若 T 是 G 的点割并且 ( )T Gκ= ，

则称 T 是 G 的最小点割。设 G 是连通图， ( )T V G⊆ 是 G 的最小点割。若 A 是G T− 若干个分支的并且

G T A φ− − ≠ ，则称 T 是 A 的断片。 
在图 G 中与顶点 x 相邻的顶点称为 x 的邻点，x 的所有邻点组成的集合称为 x 邻域，记为 ( )N x 。设 
( )A V G⊆ ，记 ( ) ( )

x A
N A N x A

∈

= −


。我们用 ( ) ( )d x N x= 表示点 x 的度数，用 ( )kV G 表示图 G 中所有度 

数为 k 的顶点的集合。用 ( )G∆ 表示图 G 中的最大度， ( )Gδ 表示图 G 中的最小度。 ( )S V G⊆ ，我们用

[ ]G S 表示集合 S 的诱导子图。 
设 e xy= 是图 G 的一条边，引进一个新的顶点 ev 使其与 x 和 y 的所有邻点都相邻，最后将 x 和 y 的

去掉所得到的图称为是由图 G 收缩边 e 所得到的图，记为 G/xy。设 G 是 k-连通图，e xy= 是图 G 的一条

边。若 G/xy 还是 k-连通图，则称 e 是 G 的 k-可收缩边。若 G 是 k-连通图且 G 的任意一条边 e 都有 G/e
不是 k-连通图则称 G 是收缩临界 k-连通图。若 A 是一个断片使得 ( )N A 中包含 ( )e F E G∈ ⊆ ，则称 A
是相对于 F 的断片。特别地，当 { }F e= 则称 A 是相对于 e 的断片. 

由定义我们可知 G 是收缩临界 k-连通图当且仅当对于任意 ( )e E G∈ 都有 e 包含在一个最小点割内。 
T 是连通图 G 的最小点割，我们称 T 是一个 shredder 如果G T− 至少有 3 个分支。用 ( )Gζ 表示所有

图 G 中的集 shredder 合。设 ( )S Gζ∈ ，设G S− 有 k 个分支 1, , kH H 。不失一般性， 1 kH H≤ ≤ 。

记 ( ) { } ( ) { }1 1, , ,k kK S H L S H H −= =  。 
一个 k-连通图 G 如果满足：对于任意的最小点割 T，G T− 有一个分支是孤立点，则称 G 是 Super-k

连通图，简称 G 是 Super 的。若 G 是 Super 的且 G 中没有 shredder，则称 G 是的 hyper-k 连通图。 
我们可以将收缩边的概念作如下推广：对于 k-连通图 G 的子图 H，收缩 H 使指将 H 的每一个连通分

支的边逐一收缩成一点，所得到的图记为 G/H。若 G/H 仍是 k-连通图，我们称 H 是 G 的 k-可收缩子图。 
对于图 G 和 H，如果 G 可以经过如下一系列运算得到 H：1) 去边；2) 去点；3)收缩子图，则称 H

是的子式 G。若 G 是 k-连通图且 G 不能通过上述的三种运算得到另一个 k-连通图，则称 G 是子式极小的

k-连通图。由定义可知，G 是子式极小的 k-连通图，则 G 一定是极小的 k-连通图且也是收缩临界 k-连通

图。M. Kriesell 证明了如下结论。 
定理 1.1 [2]：设 G 是子式极小的 5-连通图，若 G 是 hyper5-连通图，则 G 最多有个 12 个顶点。 
本文我们对收缩临界 5-连通图的最小点割结构进行了研究，推广了 M. Kriesell 的结论，证明了如下

结论。 
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定理 1.2：设 G 是子式极小的 5-连通图，若 G 是 Super 5-连通图，则 G 最多有个 12 个顶点。 

2. 定义与引理 

我们知道子式极小的 3-连通图是 4K ，子式极小的 4-连通图是 2
6C 和 5K ，而子式极小的 5-连通图有哪

些目前还尚不清楚，而且要确定这些图也是比较困难。 
引理 2.1 [3]：设 G 是收缩临界 5-连通图， ( )x V G∈ ， ( ) 6d x ≥ 。若 { } ( ) ( )1 2 5,x x N x V G∈  且

( )1 2x x E G∈ ，则 ( ) ( )5 3N x V G ≥
。 

引理 2.2 [3]：设 G 是收缩临界 5-连通图， ( )x V G∈ ，A 是 G 中的断片且 ( )x N A∈ 。 
若 3A ≥ ， 2A ≥ 并且 ( ) { }N x A y= ，则有 ( )N A 存在一个 5 度点 z 与 x 相邻，而且满足

( ) ( )N x A N z A⊆  且 ( ) 2N z A ≥
。特别地，当 ( ) 6d y ≥ 时，则有 ( ) 1d z A =

。 
引理 2.3：设 G 是收缩临界 5-连通图， { },A x y= 是 G 的一个断片。令 B 是相对于 xz 断片，这里

( ) ( )z N A N x∈  。如果 ( ) { } ( )N A z N y− ⊆ ，则有 ( )A N B⊆ 。 
引理 2.4 [4]：设 G 是收缩临界 5-连通图，A 是 G 的一个断片，使得 2A = 且有一个 6 度点，则 ( )N A

至少有三个 5 度点。 
引理 2.5 [4]：设 G 是收缩临界 5-连通图， ( )6x V G∈ ，令 { } ( ){ },x x y y N xξ = ∈ 。若 A 为 xξ -原子，

则 2A ≤ 。 
引理 2.6 [4]：设 G 是收缩临界 5-连通图且 10G ≥ ， { },A u y= 是 G 的断片， ( ) { }1 2 3 4, , , ,N A x w w w w= 。

若 ( ) ( ) ( )5, 1,2,3,4id u d w i= = = ， ( )xu E G∉ ，则 { }0 1 2 3 4 2, , , 2H G w w w w K = ≅  。 
引理 2.7 [4]：设 G 是收缩临界 5-连通图， ( )S Gζ∈ ，若 ( )L S 有一个元素的阶至少为 2，则 ( )L S 的

每个元的阶至少为 4。 
引理 2.8 [5]：设 G 是收缩临界 5-连通图， ( )5V G 表示 G 中的 5 度顶点的集合。设 T 是 G 的最小点割，

A 是 T-断片且 2A ≥ 。如果 T 中存在 1 2t t≠ ，使得 ( ) ( )1 2 1N t A N t A= = 
，则 T 中存在一点

{ }( )5 1 2,t V T t t∈ −
，使得 1t 或者 2t 与 t 相邻且 ( )A N t⊆ 。 

引理 2.9 [4]：设 G 是子式极小 5-连通图且 ( ) 10V G ≥ ，则 ( )6V G≥ 无边导出子图。 
引理2.10 [4]：设G是收缩临界5-连通图，设A为G的断片， ( )x N A∈ 且 ( ) ( )N x N A φ∩ ≠ 。若 2A ≥ ，

则 AA T∪ 中包含 x 的一个 5 度点邻域。  
引理 2.11 [4]：设G是收缩临界 k-连通图，R是 shredder，令 ( )1 2,C C L R∈ ，使得 1 2 1C C= = 。设 { }1C x= ，

{ }2C y= ，则G xy+ 仍是收缩临界 k-连通图。 
在本文的证明中，我们会反复用到下面断片的结论： 
引理 2.12 [6]：若 A，B 为 G 的两个不同的断片， ( )AT N A= ， ( )BT N B= ，那么： 
1) 若 A B φ≠ ，则 B AA T T B≥ 

， A BT B A T≥ 
； 

2) 若 A B A Bφ≠ ≠ 
，则 A B 和 A B 都是 G 的断片，且 

( ) ( ) ( ) ( )A A BN A B T B T T A T B=       ； ( ) ( ) ( ) ( )A A B BN A B T B T T A T=     
； 

3) 若 A B φ≠ ，且 A B 不是断片，则有 A B φ=
，且 B AA T T B> 

， A BT B A T> 
。 

引理 2.13 [4]：设 A 为 G 的断片， ( ) ( )AT N A S N A= ⊆， 。若 ( )N S A S∩ < , 则 A = N(S)。 

3. 主要结果证明 

引理 3.1：设 G 是收缩临界 5-连通图， ( ) 10V G ≥ ， { },A x y= 是 G 的断片， ( ) { }1 2 3 4 5, , , ,N A x x x x x= ，

{ } ( )5,x y V G φ= 。令 ( ) ( )5H G N A V G =  
，则 

1) 4H ≥ ； 
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2) ( ) 2e H ≥ ， 22H K⊇ ； 
3) H 中没有长为 3 的路； 
若 ( ) 3e H ≥ ，则 ( ) ( )5N A V G⊆ ， ( ) 1 2G N A P P  ≅  

。 
证明：1) 由引理 2.4，知 ( )N A 中至少有三个 5 度点。不妨设{ } ( )1 2 3 5, ,x x x V G⊆ 。若{ } ( )4 5 5,x x V G φ= ，

我们将导出矛盾。 
断言 1： ( ) { }4 1 2 3, ,N x x x x φ≠ ， ( ) { }5 1 2 3, ,N x x x x ϕ≠ 。 
我们只证明 ( ) { }4 1 2 3, ,N x x x x ϕ≠ 。对于 5x 也可以类似证明。 
如若不然，设 4x 不与 ( )N A 中的 5 度点相邻。设 1B 是相对于 4xx 的断片。由引理 2.3，我们有 ( )1A N B⊆ 。

又由假设，我们有 ( ) ( )1 1 2B N A B N A= = 
。不失一般性，设 ( ) { }1 1 5,B N A x x= 。于是 1x 在 ( )N A 中

不与 5 度点相邻。令 2B 是相对于 1xx 的断片，同样由引理 2.3，知 ( )2A N B⊆ 。类似地，我们有

( ) ( )2 2 2B N A B N A= = 
。不失一般性，设 ( )4 2x B N A∈  。 

若 ( )5 2x B N A∈  ，考察 1 2,B B ，我们有 { } ( ) ( )1 2,x y N B N B∈  ， 5 1 2x B B∈  ， { }2 3 1 2,x x B B⊆  且

( )1 1 2x B N B∈  ， ( )4 2 1x B N B∈  。由引理 2.12 可知 1 2B B 和 1 2B B 都是 G 的断片。所以 

{ }( ) ( ) { }1 2 5,N x y B B x= 
，由引理 2.3， { }1 2 5B B x= 。于是 ( )5 5d x = ，矛盾。 

若 ( )5 2x B N A∈  ，不失一般性设 ( )2 2x B N A∈  。此时考察 1 2,B B ，我们同样可得 ( )5 5d x = ，矛盾。

所以断言 1 成立。 
不妨设 ( )4 1x x E G∈ 。若 ( )5 1x x E G∈ ，则 ( )1 1N x A =

且 ( ) ( ) { }1 4 5,N x N A x x= 。注意到 3A ≥ ，

由引理 2.2， ( )4 5d x = 或 ( )5 5d x = ，矛盾。所以 ( )5 1x x E G∉ ，不妨设 ( )5 2x x E G∈ 。 
断言 2： ( )3 1x x E G∉ 且 ( )3 2x x E G∉ 。 
不妨设 ( )3 1x x E G∈ ，则 ( )1 1N x A =

， ( ) ( ) { }1 4 3,N x N A x x= 。由引理 2.2，知 ( )3 2N x A =
，

( ) ( ) { }3 1N x N A x= 且 ( ) ( )1 3N x A N x A⊆  。令 4B 是相对于 2xx 的断片，显然有 ( )4A N B⊆ 。注意到

( ) ( ) { }1 4 3,N x N A x x= ， ( ) ( ) { }3 1N x N A x= ，我们有 ( ) ( ) ( )2 5N x V G N A φ=  。于是 

( ) ( )2 2 2B N A B N A= = 
。这与 3 1 4x x x 是长为 2 的路，矛盾。所以 ( )3 1x x E G∉ ，类似地 ( )3 2x x E G∉ 。 

由引理 2.10，有 ( )1 2x x E G∈ 。于是 ( )1 1N x A =
， ( )2 1N x A =

且 ( ) ( ) { }1 2 4,N x N A x x= ，

( ) ( ) { }2 1 5,N x N A x x= ，由引理 2.2 可以导出矛盾。于是 1)成立。 
类似于引理 2.6 的证明，我们有 2)的成立。由 1)不妨设{ } ( )1 2 3 4 5, , ,x x x x V G⊆ 。 
下面我们来证明 3)。反证法，不妨设 1 2 3 4x x x x 是 H 中长为 3 的路，则 ( )1 1N x A =

， ( )3 1N x A =
。

此时我们主要到 ( ) ( ) { }1 2 3,N x N A x x= ， ( ) ( ) { }3 1 4,N x N A x x= 。由引理 2.2，我们知 ( )1 2N x A =
，

( )4 2N x A =
。此时显然 5x 在 ( )N A 中没有邻点。 

令 5B 是相对于 5xx 的断片，易见 ( )5A N B⊆ 。由于 5x 在 ( )N A 中没有邻点，有 

( ) ( )2 2 2B N A B N A= = 
。这与 1 2 3 4x x x x 是 H 中长为 3 的路，矛盾。所以 3)成立。 

由 2)，我们设 1 2x x 和 3 4x x 是 H 的两条边。由 3)，{ }1 2,x x 与{ }3 4,x x 之间没有边。即 

{ }1 2 3 4 2, , , 2G x x x x K  ≅  。所以当 ( ) 3e H ≥ 时我们有 ( ) ( )5N A V G⊆ 且 ( ) 1 2G N A P P  ≅  
，故 4)成立。于

是引理 3.1 成立。 
故对 G 收缩临界 5-连通图， ( ) 10V G ≥ ， { },A x y= 是 G 的断片， ( ) { }1 2 3 4 5, , , ,N A x x x x x= ，

{ } ( )5,x y V G φ= ，则由引理 3.1，不妨设{ } ( )1 2 3 4 5, , ,x x x x V G⊆ 且 ( )1 2x x E G∈ ， ( )3 4x x E G∈ 。此时易见

{ }1 2,x x 与{ }3 4,x x 之间没有边。 
若 ( )G N A  是连通图，则由引理 3.1，我们有 ( )5 6d x ≥ ， ( )G N A  是路且易见 5x 是 ( )G N A  的中

心。 
若 ( )G N A  有两个分支，不妨设 1 2x x 是其中一个分支，则另一个分支也是一条路。 
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由上面的结论，我们取 H 中的一条边，不妨设为{ }1 2,x x ，使得 5x 与{ }1 2,x x 之间的边尽可能的少。

于是若 5x 与{ }1 2,x x 之间有边，则其与{ }3 4,x x 之间也有边。 
引理 3.2：令 { }3 1 2/ ,G G xx yx= ，则 3G 是 5-连通图。 
证明：令 1 2,x x′ ′是 G 分别收缩 1 2,XX YX 后得到的新顶点。 
断言 1 ( )3 5Gδ ≥ 。 
若 5x 与{ }1 2,x x 之间没有边，则易见 ( )3 5Gδ ≥ 。 
若 5x 与 { }1 2,x x 之间有边，则由 { }1 2,x x 的选择，我们不妨设 ( )2 5x x E G∈ ， ( )3 5x x E G∈ 。此时

( )G N A P  ≅  ，这里 1 2 3 4 5, , , ,P x x x x x= 是一条路。同样可得 ( )3 5Gδ ≥ 。 
断言 2： ( )3 4k G ≥ 且 ( )3 4k G = 时，{ }1 2,x x′ ′ 包含在 3G 的每一个最小点割内。 
若 ( )3 4k G ≤ ，令T ′是阶为 3 的最小断片。由 ( ) 5k G = ，我们有{ }1 2,x x T′ ′ ′⊆ 。令 B′是 3G 的T ′ -断片。

由 ( )3 5Gδ ≥ ，我们有 3B′ ≥ ， 3B′ ≥ 。令 T 是将T ′恢复后所得到的集合。显然， 5T = ，{ }1 2, , ,x x y x T⊆ 。

另外易见 ,B B B B′ ′= = 是 G 中的 T ′ -断片。所以 ( ) 3N x T ≥
。于是由 ( ) 6d x = 可知 ( ) 1N x B =

或

( ) 1N x B =
。不妨设 ( ) 1N x B =

。此时由 ( ) { } ( ) { }N x y N y x− = − ，我们有 ( ) 1N y B =
， 

( ) ( )N y B N x B=  。则由引理 2.1， 1B = ，矛盾。所以 ( )3 4k G ≥ 。 
若 ( )3 4k G = ，令T ′是 3G 的最小点割，B′是 3G 的T ′ -断片。由于 ( )3 5Gδ ≥ ， 2B′ ≥ ， 2B′ ≥ 。令 T

是将 T ′ 恢复后所对应的集合。显然由 ( ) 5k G = 我们有 { }1 2,x x T φ′ ′ ′ ≠ 。若 { }1 2,x x T′ ′ ′⊄ ，不妨设

2 1,x T x B′ ′ ′ ′∈ ∈ 。 
令 B 是将 B′恢复后所对应的集合。显然可得， 5T = ，{ }2,y y T⊆ ，{ }2,x x B⊆ 。由 

( ) { } ( ) { }N x y N y x− = − ，我们有 ( )N y B φ= ，矛盾。所以断言 2 成立。 
下面我们来证 ( )3 5k G = 。如若不然，令T ′是 3G 的最小点割， B′是 3G 的T ′ -断片。则由 ( )3 5Gδ ≥ ，

我们有 2B′ ≥ ， 2B′ ≥ 。令 T 是将 T ′恢复后所对应的集合。由断言 2，{ }1 2,x x T′ ′ ′⊆ 。于是 6T = ，

{ }1 2, , ,y x x x T⊆ 。记 B B′= 是 G T− 的一部分。这里为方便讨论，我们仍然记 B G T B= − − 。由

( ) { } ( ) { }N x y N y x− = − ，我们有 ( )N x B φ≠ ， ( )N x B φ≠ 。由对称性，设 3 5,x B x B∈ ∈ 。下面分两

种情况讨论。 
情况 1： { }3 4 5, ,G x x x  不连通。由 3 5,x B x B∈ ∈ ，则 ( )4 5x x E G∈ ， 4x T∈ 。此时有 ( )4 5d x = 以及

( )4 2N x T =
， ( )4 1N x B ≤

，或者 ( )4 1N x B ≤
。不妨设 ( )4 1N x B ≤

，则 ( ) { }34N x B x= 。于

是 { }( ) { }4 3, ,T x y x x− 
是 G 阶为 4 的点割，矛盾。 

情况 2： { }3 4 5, ,G x x x  不连通。 
则由{ }1 2,x x 的选择， 5x 在 ( )N A 中没有邻点。 
若 2B = ，则 { }3 ,B x t= 。由{ }1 2,x x 与{ }3 4,x x 之间没有边，有 4t x≠ 。于是 4x T∈ 。 
由 5x 在 ( )N A 中没有邻点，有 3B ≥ ，显然 ( ) 5d t = 且 ( )4tx E G∈ 。令 { }1 5B B x= − ，则 

( ) { } { }( )1 5 ,N B x T x y= −
， ( )1 5N B = ， ( )4 1x N B∈ 。又由于 ( ) { }34 1 , , ,N x B x t x y= ，我们有 

( ) ( )4 1N x N B φ=
， ( )4 1 1N x B =

， 1 3B ≥ 。若 1 3B ≥ ，由引理 2.2 可得到矛盾。 
所 以 设 1 2B = 。 注 意 到 ( ) ( )1 2t N x N x∈  ， 则 ( )1 1 1N x B =

， ( )2 1 1N x B =
。 { }1 2,x x 与

( ) { }1 1 2,N B x x− 之间没有边。若 ( ) ( )1 1 2 1N x B N x B=  ，由引理 2.2 得， 1 1B = ，矛盾。 
若 ( ) ( )1 1 2 1N x B N x B≠  ，则由引理 2.8 得， ( ) { }1 1 2,N B x x− 与{ }1 2,x x 之间没有边，矛盾。 
所以设 3B ≥ 。若 2B = ，令 { }5 ,B x h= 。由 { } ( )1 2 5,T x x N x− ⊆ ，以及 5x 在 ( )N A 中没有邻点，我

们有 ( )4x N B∈ 。令 { }1 2, , , , ,T x x x y z w= ，显然易见 ( ) { }1 2 5, , , ,N h x x x z w= ， ( ) { }5 , , , ,N x x y h z w= 。 
令 C 是 G 的相对于 5xx 的断片，显然 ( )A N C⊆ 。又由 5x 在 ( )N A 中没有邻点， 
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( ) ( ) 2C N A C N A= = 
。不妨设 ( ) { }1 2,C N A x x= ， ( ) { }3 4,C N A x x= 。由 G 是 5-连通图我们有，

C A φ=
，C A φ=

。故C A ，C A 都是 G 的断片。所以 ( )5N x C A φ≠  。此时易见 ( )h N C A∈  。

我们不妨设 ( ) { }5N x C A z=  ， ( ) { }5N x C A w=  。由 { } ( )1 2,x x N h⊆ ， ( ) { }N h C A w=  。于是

{ }( ) { }5 ,N x h C w=
。由引理 2.1， { }C w= ，{ } ( )1 2,x x N w⊆ 。故 ( )1N x B φ= ， ( )2N x B φ= 。因此

是 { }1 2,T x x− 是 G 的 4-点割，矛盾。 
所以我们设 3B ≥ ， 3B ≥ 。 
注意到 ( ) { } ( )5N x B x N y B= =  。当 ( )1N x B φ= ，则 { } { }3 1, ,T x x y x− 是 G 的 4-点割，矛盾。

所以 ( )1N x B φ≠ ，类似的有 ( )2N x B φ≠ 。于是 ( )1 1N x B ≤
， ( )2 1N x B ≤

。若 ( )1 0N x B =
，

则 B 是 G 的断片， ( ) { }1N B T x= − 。则有 ( )2 1N x B =
， ( ) ( ) { }2 ,N x N B x y= 。此时对 2x 和 B 应用引

理 2.2 可导矛盾。所以 ( )1 1N x B =
，类似地有 ( )1 1N x B =

。于是 ( )1 1N x B =
， ( )2 1N x B =

。

令 { }3 5B B x= − ，则 ( )3 5N B = ， ( ) ( ) { }1 3 2N x N B x= ， ( ) ( ) { }2 3 1N x N B x= 。由 3 2B ≥ 以及引理 2.1，
我们有 ( ) ( ) ( ) ( )1 3 2 3N x N B N x N B≠  。若 3 2B = ，则由引理 2.8， ( ) { }3 1 2,N B x x− 中存在一个点与 1x 或

2x 相邻，矛盾。若 3 3B ≥ ，对 2x 和 3B 应用引理 2.2 可导出矛盾。 
引理 3.3 设 G 是子式极小 5-连通图，且 S ∈Γ是 5-shredder，则 ( )S N x= ，这里 ( )5x V G∈ 。 
证明：显然，G 收缩临界极小 5-连通图。令 , ,A B C 是G S− 的三个分支。若 A，B 或 C 中有一个阶为

1，则结论成立。于是设 2A ≥ ， 2B ≥ ， 2C ≥ 。由推论 2.7， G S− 的每一个分的阶至少为 4。记

{ }1 2 3 4 5, , , ,S x x x x x= 。令 1 /G G A= ，我们将证明 1G 是 5-连通图。这与 G 是子式极小，矛盾。 
断言 1： ( )5S V G φ= 。 
否则 ( )1 5d x = 。由于G S− 有至少三个断片，于是G S− 至少有一个断片只含 1x 的一个邻点。不妨设

( )1 1N x A =
，则由引理 2.2， ( )N A 中存在一个 5 度点，设为 2x ，使得 ( )1 2x x E G⊆ 且 ( )2 2N x A ≥

。

由 ( )2 5d x = ，我们有 ( )2 1N x B =
， ( )2 1N x C =

， ( ) { }2 1N x S x=
。同样由引理 2.2， ( )1 2N x B ≥

，

( )1 2N x C ≥
。于是 ( )1 1 1 2 2 6d x ≥ + + + = ，矛盾。所以断言 1 成立。 

由引理 2.9 以及断言 1，我们有 [ ]( ) 0E G S = 。 
断言 2： , 1,2,3,4,5ix i = 在G S− 的每个分支内至少有两个邻点。 
否则不妨设 ( )1 1N x A =

，则由引理 2.2 可知 ( )N A 中存在一个 5 度点，矛盾。 
由断言 1 以及断言 2，我们有 ( )1 5Gδ ≥ 且 [ ]( )1 0E G S = 。令 a 将 A 收缩后得到的点。 
下面我们来证明 ( )1 5Gκ = 。否则，设T ′是 1G 中阶为 4 的点割，D 是 1G 的T ′ -断片。由 ( )1 5Gδ ≥ ，

我们有 2D ≥ 。 
显然 a T ′∈ 。我们设 { }, , ,T x y z a′ = 。于是有 ( ) 2N a D ≥

， ( ) 2N a D ≥
(否则，不妨设 ( ) 1N a D ≤

，

则 ( )D D N a′ = − 是 1G 的一个断片且 ( )a N D′∉ ，此时易见 ( )N D′ 是 G 的 4 点割，矛盾)。不妨设{ }1 2,x x D⊆ ，

{ }3 4,x x D⊆ 。由 ,B C 是 G S− 的连通分支，我们有 C S 和 B S 都有路连接 ix 和 ,jx i j≠ 且

{ }, 1,2,3,4,5i j∈ 。故{ }, ,x y z C φ≠ 。 
于是我们有 { }, , 1x y z B =

或 { }, , 1x y z C =
。不妨设 { }, , 1x y z B =

且 x B∈ 。此时由断言 2，我

们有 { }B x− 可以分成两子图 1B 和 2B ，使得 ( ) ( )2 , 1,2iN x N B iφ= = ， ( ) 1 , 3,4iN x B iφ= = 。于是我们

有 { } { }3 4,S x x x− 是 G 的一个 4 点割，矛盾。 
推论 3.1：设 G 是子式极小的 5-连通图且有 ( ) 10V G ≥ 。则对任意最小点割 T，则G T− 恰好有两个

分支。特别的，若 G 还是 Super5-连通，则 G 一定是 hyper5-连通。 
证明：由定义，G 是收缩临界的极小 5-连通图。若G T− 有至少 3 个分支。令 A，B 和 C 是G T− 的

3个分支。由引理 2.7和引理 3.3我们有G T− 恰好有 3个分支且有两个分支只有一个点。不妨设 1B C= = ，
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{ }B x= ， { }C y= 。由引理 2.10，G xy+ 仍然是收缩临界 5-连通图。于是在G xy+ 中， { },D x y= 是G xy+

的一个断片，且 x 和 y 在G xy+ 中的度为 6。设 ( ) { }1 5, ,N A x x=  ，我们如引理 3.2 选取 1 2,x x 。则由引理

3.2， { }1 2/ ,G xy xx yx+ 是 5-连通图。又 ( )1 2x x E G⊆ ，我们有 { }1 2/ ,G xy xx yx+  { }1 2/ ,G xx yx ，这与 G 是

子式极小，矛盾。于是G T− 恰好有两个分支，当 G 还是 Super5-连通，显然可知，G 是 hyper5-连通。 
由定理 1.1 以及推论 3.1，我们可知定理 1.2 成立。 
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