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Abstract 
In this paper, the Monte Carlo Markov chain method for solving Poisson equation in irregular do-
main is studied. In irregular domain, the numerical calculation of differential equations is usually 
difficult. Based on the idea of finite difference, an absorbable Markov chain is constructed to solve 
differential equations in irregular domain. The numerical experiments in irregular domain show 
that the method is feasible and effective. This method provides a new idea for solving Poisson’s 
equation in irregular region and keeps the second order convergence order. 
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摘  要 

本文研究了不规则区域上泊松方程的蒙特卡洛马尔科夫链方法数值求解。在不规则区域上，微分方程的
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数值计算通常是困难的。基于有限差分的思想，本文构造了可吸收马尔科夫链来求解不规则区域上的微

分方程。不规则区域的数值实验结果表明了该方法的可行性和有效性。该方法为求解不规则区域上的泊

松方程提供了一种新的计算思路，并保持了空间方向上二阶收敛阶。 
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1. 引言 

众所周知，Poisson 方程是一种经典的偏微分方程，广泛地应用于静电学，机械工程和理论物理等领

域[1] [2] [3] [4] [5]。由于方程求解域逐渐复杂化，Poisson 方程难以得到解析解。传统上人们采用有限差

分方法和有限元方法来得到 Poisson 方程的数值解，但是这两种各有优缺点。有限差分法是一种早期成熟

的经典数值方法，在复杂边界的情况下，该方法并不灵活，而且对网格生成的要求非常严格[6]。而有限

元法是一种常用的数值方法，对不同求解域的微分方程具有较强的适应性，但是该方法的计算过程抽象

而且复杂[7]。近年来，蒙特卡洛马尔科夫链方法也越来越引起人们的关注[8] [9] [10]。蒙特卡洛马尔科夫

链方法在求解微分方程时具有良好的边界适应性，并且易于编程实现，是一种非常具有发展前景的数值

方法。鉴于以上分析，本文考虑不规则区域上 Poisson 方程的蒙特卡洛马尔科夫链方法。 
首先通过网格剖分构建不规则区域 Poisson 方程的有限差分方法，进而建立蒙特卡洛随机模型获得

Poisson 方程的近似解，根据蒙特卡洛随机模型引入马尔科夫链从而获得 Poisson 方程的数值解。 

2. 蒙特卡洛随机模型 

本文考虑迪利克雷条件下的 Poisson 方程 

in Ω
on Γ

u f
u g
−∆ =
 =

                                       (1) 

这里 u 表示的是待求解的实函数，x，y 为实自变量，并且Γ为求解域Ω的边界。由于本文考虑的是

不规则区域上的 Poisson 方程，不失一般性，求解域不妨设为图 1 所示的情况。 
 

 
Figure 1. The irregular solution domain of the Poisson equation 
图 1. Poisson 方程的不规则的求解域 
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图 1 中，Ω表示整个求解域，并且 1 2,Γ Γ 和 3Γ 表示求解域的三个边界。下面对整个不规则求解域进

行均匀网格剖分来获取网格节点。然而由于不规则边界的存在，网格剖分获得的边界点无法均匀的分布

在边界上，如图 2 所示。 
 

 
Figure 2. Grid points obtained by mesh generation for irregular 
domain 
图 2. 不规则区域剖分获得的网格节点 

 
图 2 中，蓝色点(见联机版)表示内部网格节点 kΩ 并且 k 表示内部网格节点的序列编号。红色点(见联

机版)表示由网格剖分获得的边界点 bΓ ，这里 b 表示边界点的序列编号。对于 x 方向剖分的次数为 1M − ，

该方向的剖分步长为 ( )1,2, ,ix i M∆ =  。并且 y 方向的剖分次数为 1N − ，其对应的剖分步长为

( )1,2, ,jy j N∆ =  。由于生成网格节点的不均匀性，方程(1)不能直接通过二阶中心差分进行离散，下面

本文给出了非均匀离散形式的二阶中心差分。 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 1, , 1, , 1 , 1 , , 1 ,
,

1 1 1 1

2 2i i j i j i i j i j j i j i j j i j i j
i j

i i i i j j j j

x U U x U U y U U y U U
f

x x x x y y y y
− + − − + −

− − − −

∆ − + ∆ − ∆ − + ∆ −
+ = −

∆ ∆ ∆ + ∆ ∆ ∆ ∆ + ∆
          (2) 

由方程(2)可以得到： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1, ,
1 1 1 1
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−
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 
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∆ ∆ + ∆

                   (3) 

   

令
( )1

1

1

i i ix x x
λ

−∆ +∆ ∆
= ，

( )2
1 1

1

i i ix x x
λ

− −∆ ∆ ∆
=

+
， ( )3

1

1

j j jy y y
λ

−∆ +∆ ∆
= ， ( )4

1 1

1

j j jy y y
λ

− −∆ ∆ ∆
=

+
，

1 2 3 4λ λ λ λ λ= + + + ，可以得到： 

31 2 4
, 1, 1, , 1 , 1 ,

1
2i j i j i j i j i j i jU U U U U f

λλ λ λ
λ λ λ λ λ+ − + −= + + + +                         (4) 

由方程(4)可知，求解域中的任意内点 kΩ 的函数值与其四个相邻点的函数值有关。由此可以对其他内

点可以建立相同的近似方程，通过简化，可以得到所有内点与边界点的关系，从而可以得到任意内点 kΩ

的函数值 ( )kU Ω 。如果有 pN 个粒子在 kΩ 点处释放，则这些粒子以方程(4)中对应的概率在网格上随机游 
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动。网格节点 kΩ 上粒子的移动方向可根据方程(4)中以 31 2 4, , ,
kk k k

k k k k

λλ λ λ
λ λ λ λ
 
 
 

为概率生成的随机数 R 确定，R

在 [ ]1,2,3,4 取值。其中 0 表示向左移动，1 表示向右移动，2 表示向上移动，3 表示向下移动，粒子随

机游动直至被边界点吸收，这样便构成了蒙特卡洛随机模型。那么任意内点 kΩ 的函数值可以近似的表

示为： 

( ) ( ) ( )
1

1 1

1 1   
2

p iN n
b

k b mm
b i mp p

P
U g f

N N λ

−

= =

Ω = Γ + Ω∑ ∑∑                            (5) 

这里 bP 表示被边界点 bΓ 吸收的粒子的个数， in 表示第 i 个粒子到达边界所运动的步数，即第 i 个粒

子经过了 1in − 个内点在第 in 次运动后被边界点吸收。 mλ 表示在内点 mΩ 处对应的 λ 的值。 

3. Poisson 方程的蒙特卡洛马尔科夫链方法 

为了详细介绍马尔科夫链，下面将对求解域中的内点和边界点进行编号，如图 3 所示。 
 

 
Figure 3. Serial numbers of interior points and boundary points in irregular 
domain 
图 3. 不规则区域中的内点和边界点的编号 

 
图 3 中，内点的个数为 fN ，边界点的个数为 bN 。所有的内点和边界点按照图 3 的顺序排列成一列，

然后每个粒子按照相应的概率移动直到被吸收，显然这是一个可吸收的马尔可夫链，其中马尔可夫链具

有 bN 个可吸收态和 fN 个不可吸收态。在方程(4)中，在 ,i jU 处释放的粒子到 1, 1, , 1 , 1, , ,i j i j i j i jU U U U+ − + −   的

概率为它们各自的系数。假设 1, 1, , 1 , 1, , ,i j i j i j i jU U U U+ − + −  的编号为 [ ], , ,m n p q 。对于编号为 k 的内点 ,i jU 概

率分布可以表示成下面的形式： 

( )

31 2 4

1

0, , ,0, , ,0, ,0, ,0, ,0
f b

kk k k

k k k k k
N N

P
λλ λ λ

λ λ λ λ
× +

 
=  
 
                            (6) 

这里 31 2 4, , ,
kk k k

k k k k

λλ λ λ
λ λ λ λ
 
 
 

分别处在 kP 的 [ ], , ,m n p q 的位置。由于每个网格点都可以确定其概率分布，那

么整个马尔可夫链的概率传递矩阵可以得到，记为： 

( ) ( )f b f bN N N N

I
R Q + × +

 
=  
 


0

                                   (7) 

其中， ,i j 表示粒子从状态 i 到状态 j 的概率，矩阵 ( )f bR N N× 表示粒子从不可吸收状态到可吸收状态的

概率，矩阵 ( )f fQ N N× 表示粒子从不可吸收状态到不可吸收状态的概率，矩阵 ( )b bI N N× 表示粒子从可
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吸收状态到可吸收状态的概率，并且它是一个单位矩阵。矩阵 0 的元素都是 0，表示粒子从可吸收状态

到不可吸收状态的概率。对于可吸收马尔可夫链，矩阵 E Q− 具有可逆矩阵，其中 E 是与 Q 同阶的单位

矩阵。 

( ) 1N E Q −= −  

,i jN 具有一定的实际意义，表示从状态 i 到状态 j 的传输路径数。那么对应的可吸收概率矩阵为： 
B N R= ⋅  

那么对于所有内点的函数值可以表示为下面的形式： 

U B g NΩ Γ Ω= ⋅ + ⋅                                       (8) 

这里UΩ 表示所有内点的函数值， gΓ 表示所有边界点的函数值，
1

2
f

λΩ Ω
Ω

= ，并且  fΩ 表示所有内

点对应的 f 的函数值，λΩ 为相应的内点所对应的 λ 的值。这里值得注意的是UΩ 所对应的内点的函数值的

编号与内点的编号是一致的。 

4. 数值实验 

为了进一步证明本文提出方法的有效性，本文将使用下面的形式来计算数值收敛阶。 

( ) ( ) ( ) ( )
( )2, , , log
2

N
N

c j c j h N

E h
E h U x y u x y rate

E h∞

 
= − =   

 
 

这里 h 表示的是在 x 和 y 方向上的剖分次数 M N= 时，h x y= ∆ = ∆ 。 ( )NE h 表示数值解和精确解之

间的最大范数误差， hrate 表示空间收敛阶，并且 ( )2c round M= 。 
考虑二维不规则区域上 Poisson 方程的迪利克雷问题，可以描述为下面的形式： 

( )

( )

2 2

2 2 2e , , Ω

e , , Γ 

x y

x y

u u x y
x y

u x y

+

+

∂ ∂
+ = ∈∂ ∂

 = ∈

 

其中 ( ) ( ) ( )
2

2 22 2 21 1, 1, 1 , 1
4 4 4
xx y y x y x y

 
Ω Γ = + ≤ − + ≥ + + ≥ 

 
 ，该问题的解析解为 ex yu += 。 

 

 
Figure 4. The comparison between the exact solution (right panel) and the numerical solution (left panel) with 80M N= =  
图 4. 在 80M N= = 下的解析解(右边)和数值解(左边)的对比 
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Figure 5. The error obtained by Monte Carlo Markov chain method with 80M N= =  
图 5. 在 80M N= = 下的数值解与解析解的误差 
 
Table 1. The numerical convergence order by Monte Carlo Markov chain method 
表 1. 蒙特卡洛马尔科夫链方法数值收敛阶情况 

M N=  ( )NE h  hrate  

10 33.58633 10−×  * 

20 48.15134 10−×  2.1374 

40 42.04723 10−×  1.9934 

80 55.24128 10−×  1.9657 

160 51.32845 10−×  1.9802 

 
图 4 展示了在 80M N= = 下不规则区域上 Poisson 方程得到的精确解和数值解的比较。可以看出，

两者的结果是一致的。图 5 展示了不规则区域上 Poisson 方程的数值解与解析解之间的误差，可以清楚的

看出两者之间的误差很小。通过表 1 可以看出由蒙特卡洛马尔科夫链方法获得的数值收敛阶始终在 2 阶

左右，其效果是显著的。 

5. 结论 

本文引入一种新的蒙特卡罗马尔可夫链方法求解不规则区域上的 Poisson 方程。数值结果表明了该方

法的有效性和适应性。该方法为求解不规则区域上的微分方程提供了一种新的思路。此外，该方法简单，

易于编程，还可推广到其它更复杂的微分方程。 
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