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Abstract 
Anderson lattice model, which can be solved by the widely used slave-boson method, is a standard 
model to describe the heavy-fermion systems. However, the normal Kotliar-Ruckenstein slave-boson 
method is limited to the case with particle-hole symmetry, particular in investigating the magnetic 
phase in Anderson lattice model. In this paper, the Kotliar-Ruckenstein method is generalized to in-
clude the non-symmetric case which violates the particle-hole symmetry. Then, the magnetic phase 
boundary in Anderson lattice model is studied as a function of lattice dimension, electron-hopping 
amplitudes, Coulomb correlation, electron hybridization and local energy level. 
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摘  要 

Anderson晶格模型是描述重费米子系统的重要理论模型，而隶玻色子方法是求解该模型的常用方法。然

而，通常的Kotliar-Ruckenstein隶玻色子方法只能处理该模型的粒子–空穴对称情形。本文将

Kotliar-Ruckenstein方法加以推广，使之能够处理偏离粒子–空穴对称的非对称情形，并用之研究了非

对称性Anderson晶格模型中的磁性相变，展示了晶格维度、电子跳迁系数、库仑关联强度、电子杂化强
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度、局域电子能级等多种参数对磁性相变边界的影响。 
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1. 引言 

二十世纪七十年代以来，实验发现许多稀土和锕系元素的化合物在低温下的电子比热系数高达普通

金属的上千倍[1]，此类材料中传导电子与局域电子发生近藤耦合，形成有效质量很高的准粒子，故被称

为重费米子化合物[2]。由于内部多种机制的竞争，使重费米子化合物呈现出丰富物相，如磁有序相[3]、
近藤顺磁相[4]、重费米子超导相[5]等，因此多年以来成为凝聚态物理的重要研究对象。近年以来，由于

拓扑性近藤绝缘体[6]、非中心对称性重费米子超导体[7]、Weyl 近藤半金属[8]等奇异物相和拓扑物相的

发现，重费米子系统成为当前凝聚态物理的研究热点之一。 
重费米子系统通常由 Anderson 晶格模型描述[9]，模型中局域电子间的在位库仑排斥作用导致较强的

磁性关联，通常为反铁磁关联，而磁性关联在磁有序和超导等的形成中均起重要作用，在一定条件下可

使体系发生磁性相变，甚至发生磁有序–近藤屏蔽或者磁有序–超导相的共存[3] [10]。因此，对 Anderson
晶格模型中的磁性和磁性相变的研究具有重要意义。文献中对 Anderson 晶格模型的磁性相变的研究主要

采用蒙特卡洛模拟[11]和 Kotliar-Ruckenstein 隶玻色子平均场近似等方法[12]，两种方法得到的磁性相变

点颇为接近，但都局限于研究模型中粒子–空穴对称的情形。然而，实际的重费米子系统难以满足这种

粒子–空穴对称性，因为库仑关联能、电子跳迁系数、局域电子能级等参数都是可以变化的。因此，发

展一种适用性更强的隶玻色子方法，以研究 Anderson 晶格模型在偏离粒子–空穴对称性时的磁有序相和

磁性相变是很有必要的。特别是，对近年来的热点研究对象——拓扑性近藤绝缘体如 SmB6 和 Weyl 近藤

半金属中可能发生的磁性相变[8] [13]，都需要发展这种方法。 
本文我们将 Anderson 晶格模型的传统 Kotliar-Ruckenstein 隶玻色子平均场方法推广到偏离粒子–空

穴对称性(即非对称)的情况，并研究了二维和三维的非对称性 Anderson 晶格模型的磁性相变边界与电子

跳迁系数、电子杂化常数、局域电子能级、库仑关联强度等参数的关系。本文的方法可应用于对重费米

子系统中磁性相变的进一步研究。 

2. 模型与计算方法 

我们采用标准的Anderson晶格模型来描述重费米子系统，所在晶格为二维正方晶格或三维立方晶格，

模型哈密顿量为[9]： 
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其中 †
id σ 、

†
if σ 分别为 i 格点处自旋为σ 的传导型 d 电子和局域型 f 电子的产生算符。我们将 d 电子和 f

电子的跳迁系数 d
ijt 、 f

ijt 都考虑到次近邻，其中最近邻的跳迁系数记为 dt 、 ft ，次近邻跳迁系数记为 dt′、

ft′ ，并将 dt 作为能量单位，即 1dt = ，这样，模型中其余的相互作用，包括 f 电子能级 f 、f 电子间的库

仑排斥能 U、d-f 杂化强度 V、化学势 µ  (用以调整电子总数)都以 dt 为单位。本文研究 Anderson 晶格模

型的半满情形(每个格点上 d 电子和 f 电子总数为 2tn = )，对应于近藤绝缘体，但本文的方法同样可以应

用于偏离半满时的导电情形。 
采用 Kotliar-Ruckenstein 隶玻色子表象[12]，将 f 电子的 Hilbert 空间分为双占据、单占据和空占据，

分别用玻色子算符 †
iD 、 †

iPσ 、 †
ie 来产生这些态，要求 † † † 1i i i i i iP P D D e eσ σσ + + =∑ 和 † † †

i i i i i if f P P D Dσ σ σ σ= + ，

并通过在哈密顿量中添加两个拉格朗日项来实现此两个限制条件，它们分别具有拉格朗日乘子 ( )1
iλ 和 ( )2

iσλ 。

另外，为了产生正确的 f 电子数目，在 d-f 杂化项和跳迁项中的 f 电子算符需要乘上因子 iZ σ  [12]。量子

蒙特卡洛模拟和理论计算均发现，Anderson 晶格模型在半满时，随着 V 的增加，发生从反铁磁相到顺磁

性的近藤屏蔽相的相变[11]。对反铁磁相，定义 2 2 22 f
i ii iP P D n↑ ↓+ + = ， 2 2 f

ii iP P m↑ ↓− = ， ( ) ( )( )2 2 2 ii iλ λ η↑ ↓+ = ，
( ) ( )( )2 2 2 ii i hλ λ↑ ↓− = − ，其中 f

im 和 ih 为随格点交错变化的反铁磁序参数， f
in 为 i 格点上的 f 电子数目， iη 为

f 电子能级的重整化参数。在这样的隶玻色子表象下，模型哈密顿量变为： 

( ) ( ) ( )
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其中 2
i iDδ = 为i格点上f电子的双占据几率。对各参数采用平均场近似： iδ δ= ， f

i fn n= ， ( )1 if
i fm m= − ，

( )1 i
ih h= − ，则有 1, ,i A i BZ Z Z∈ ↑ ∈ ↓= = ， 2, ,i A i BZ Z Z∈ ↓ ∈ ↑= = ，其中A和B为根据磁矩朝向分成的两个子格，并有 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ) ( )( )
( )( )

1

2

2 2 1 2
,

2

2 2 1 2

2

f f f f f

f f f f

f f f f f

f f f f

n m n n m
Z

n m n m

n m n n m
Z

n m n m

δ δ δ δ

δ δ δ δ

− + − + + − −
=

+ − −

− − − + + − +
=

− − +

                      (3) 

做此种平均场近似后，可对哈密顿量(2)式做傅里叶变换，在波矢空间将其表示为： 

( ) †

MBZ
,f fH N U hm nδ η

∈

= + − + Ψ Ψ∑ k k k
k

H                                 (4) 

其中对波矢 k 的求和局限于磁布里渊区，为晶格布里渊区的一半大小。上式中算符定义为： 

( )T

A A B B A A B Bd d d d f f f f↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓ ↑ ↓Ψ = , , , , , , ,k k k k k k k k k ，哈密顿矩阵为 
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其中 2I 是 2 2× 单位矩阵， 2
1 1f fe h t Zη µ γ′= + − − +k k ， 2

2 2f fe h t Zη µ γ′= + − + +k k 。对二维正方晶格有

( )2 cos cosx yk kλ = − +k ， 4cos cosx yk kγ = −k ，而对三维立方晶格有 

( )4 cos cos cos cos cos cosx y x z y zk k k k k kγ = − + +k ， ( )2 cos cos cosx y zk k kλ = − + +k 。 

反铁磁相的准粒子能谱由(5)式中矩阵 kH 的本征值决定，并可进一步自洽确定平均场参数δ ， fn ， fm ，

h，η， µ ，从而最终求解反铁磁相。这样，我们将 Kotliar-Ruckenstein 的理论推广到了非对称情形，得

到了一般参数情况下 Anderson 晶格模型中反铁磁相的哈密顿量(4)式，下面分情况详细说明对此哈密顿量

的求解过程。 

3. 粒子–空穴对称情况 

为了讨论完整起见，首先我们分析粒子–空穴对称情况下的 Anderson 晶格模型(以下简称为对称性

Anderson 晶格模型)。对哈密顿量(1)式进行粒子–空穴变换 ( ) †1 i
i id dσ σ→ − ， ( ) 1 †1 i

i if fσ σ
+→ − ，发现哈密

顿量不发生改变(即具备粒子–空穴对称性)的条件是 2f U= − ， 0µ = ，且只含最近邻跳迁即 0dt′ = ，

0ft′ = ，并且此时有 1fn = ， 2Uη = 。因此，从(2)式出发，对称性 Anderson 晶格模型的隶玻色子近似大

大简化，此时其平均场哈密顿量为 

( ) †

MBZ,
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σ
δ

∈
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H                               (6) 

其中 ( )T
+d d f fσ σ σ σ σ+Ψ = , , ,k k k Q k k Q ，反铁磁矢量为 

( ), ,π π π=Q  (三维)或 ( ),π π=Q  (二维)，哈密顿量矩阵为 
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其中 f dt tα = ， ( )2 cos cosd x yt k kε = − +k  (二维)或 ( )2 cos cos cosd x y zt k k kε = − + +k  (三维)为紧束缚型

的 d 电子能带， ( ) 22 1 2 1 2 1f f fZ m m mδ δ δ= − + + − − − ，对式(7)中 σkH 对角化得到准粒子能谱

为 

( )
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2 2
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从而得到对称性 Anderson 晶格模型中反铁磁相的基态能量为 1 2
BZ2g f

UE N U hm E Eδ
∈

 = + − − + 
 

∑ k k
k

。

由 gE 对平均场参数δ ， fm ，h 求极值即可得到自洽方程组 
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在选定的 U， ft ，V 下，迭代求解自洽方程组(9)即可确定平均场参数δ ， fm ，h。 
在图 1 中，我们展示了立方晶格中对称性 Anderson 晶格模型的反铁磁交错磁矩 fm 随 d-f 杂化常数 V 的

变化关系，发现随着 V 的增大， fm 逐渐下降，在临界值 Vc处降为零，显示出明显的二级相变特征。这是由

于，V 的增加会增强传导电子自旋对局域磁矩的近藤屏蔽效应，从而压制了反铁磁序；而在 V 较弱时，由于

f 电子间的库仑关联导致强烈的反铁磁关联，从而产生反铁磁序。这种反铁磁关联和近藤屏蔽效应之间的竞争

在重费米子系统中普遍存在[3]。在图 2 中，我们给出了正方晶格和立方晶格中的对称性 Anderson 晶格模型的

反铁磁相变点 Vc随 U 或 ft 的变化关系。可以看出，随 U 的增大，Vc增大，这是由于 U 的增加会提升反铁磁

关联，使反铁磁序更加稳定。另外立方晶格的 Vc比正方晶格要大，这是由于维度的增加有利于增强反铁磁关

联，所以需要更强的 d-f 杂化作用才能破坏反铁磁序。正方晶格中的对称性 Anderson 晶格模型的磁性相变点

随 U 的变化已经由量子蒙特卡洛模拟和 Kotliar-Ruckenstein 隶玻色子方法给出[11] [12]，但文献未能考虑 ft 的

影响。从图 2 可看出，Vc受 ft 影响很大，这种行为与拓扑性近藤绝缘体的磁性相变点的行为类似[13]。 
 

 

Figure 1. The staggered magnetization fm  of the symmetric Anderson lattice model vs d-f 
hybridization V in the cubic lattice. At critical cV , an antiferromagnetic transition takes place. 
Model parameters: 0.2ft = − , 4U =  

图 1. 立方晶格中，对称性 Anderson 晶格模型的反铁磁磁矩 fm 随 d-f 杂化强度 V 的变

化，在 cV 处发生反铁磁相变。参数： 0.2ft = − ， 4U =  
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Figure 2. Antiferromagnetic transition point of the symmetric Anderson lattice model vs 
Coulomb correlation energy U (left) or ft  (right) in square (thin lines) and cubic lattice 

(thick lines). Parameters: 0.2ft = −  for left and 4U =  for right 

图 2. 二维正方晶格和三维立方晶格中，对称性 Anderson 晶格模型中反铁磁相变点 cV 随

库仑关联能 U (左图)和 ft  (右图)的变化。左图： 0.2ft = − ，右图： 4U =  

4. 非粒子–空穴对称情况 

当存在电子的次近邻跳迁即 0dt′ ≠ ， 0ft′ ≠ ，或 2f Uε ≠ − 时，Anderson 晶格模型不再具备粒子–空穴对

称性(下文称之为非对称性Anderson 晶格模型)。此时，平均场参数δ ， fn ， fm ，h，η，µ 都需要自洽求解。

从平均场哈密顿量(4)式出发，由于其哈密顿量矩阵 kH 不再具有解析形式的本征值，因此无法得出反铁磁相基

态能量的解析表达式。为了得出确定六个平均场参数的自洽方程组，把基态能量表示为哈密顿量(4)式的平均值： 

( ) ( )
MBZ

,g f f t nm
E N U hm n n nmδ η µ

∈

= + − + + ∑ k k
k

H                           (10) 

再通过 Eg 关于δ ， fn ， fm ，h，η， µ 的极值得到六个自洽方程，例如由 0gE δ∂ ∂ = 得到 
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其中 ( ) ( )†
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nm ≡ k kk Ψ Ψ ，而
( )nm

δ
∂

∂
kH

由(5)式中 kH 的矩阵元 ( )nmkH 算出。为了求出 nm k ，首先将 kH

数值对角化，得到其本征值 ( ) ( )1, ,8iE i =k  以及幺正变换矩阵 kU ，使得 + =k k k kU H U Λ ，其中 kΛ 是由八

个本征值构成的对角矩阵。这样，有 † †=k k k k k kHΨ Ψ Φ Λ Φ ，其中 †
kΦ 是准粒子产生算符。从而 
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Figure 3. The antiferromagnetic transition point cV  of the non-symmetric Anderson 
lattice model vs Coulomb correlation energy U in the square (square dots) and cubic 
lattice (circle dots). Parameters: 3fε = − , 0.15dt = , 0.2ft = − , 0.02ft′ = −  

图 3. 正方和立方晶格中，非对称性 Anderson 晶格模型的反铁磁相变点 cV 随库仑关联

强度U 的变化。参数： 3fε = − ， 0.15dt = ， 0.2ft = − ， 0.02ft′ = −  
 

 
Figure 4. The antiferromagnetic transition point cV  of the non-symmetric Anderson 
lattice model in large U limit vs f level fε  (left) or ft  (right) in the square lattice 

(square dots) and cubic lattice (circle dots). Parameters: 0.15dt = , 0.2ft = − , 

0.02ft′ = −  for left; 3fε = − , 0.15dt = , 0.1f ft t′ =  for right 

图 4. 正方和立方晶格中，强关联极限(U →∞ )下的非对称性 Anderson 晶格模型

的反铁磁相变点 cV 随 f 电子能级 fε  (左图)和 ft  (右图)的变化。左图： 0.15dt = ，

0.2ft = − ， 0.02ft′ = − 。右图： 3fε = − ， 0.15dt = ， 0.1f ft t′ =  
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这样，六个自洽方程得以给出，并由其自洽确定各平均场参数，根据解出的 fm 随 V 变化的临界点即

可得到 Vc。图 3 给出了正方和立方晶格中的非对称性 Anderson 晶格模型的反铁磁相变点 Vc 随库仑关联

强度 U 的变化。可以看出，与对称性 Anderson 晶格模型类似(对比图 2)，Vc 都随 U 的增加而增大，这是

因为 U 的增大会显著增大反铁磁关联，因此需要更大的 d-f 杂化作用才能破坏反铁磁序。 
实际的重费米子材料中库仑关联能 U 往往很大，因此，文献中常取 Anderson 晶格模型的强关联极限

即U →∞  [9]。在强关联极限下，f 电子不存在双占据，因此反铁磁相的平均场哈密顿量由(3)和(4)式中

取 0δ → 得到。仿照上述方法得出自洽方程组并计算自洽参数 fn ， fm ，h，η， µ ，并由 0fm → 确定

Vc。图 4 中给出了 Vc 随 f 电子能级 f 和 f 电子跳迁常数 ft 的变化关系，可见随着 f 的升高，Vc 迅速下降，

这是因为 f 的升高将增强电荷涨落，从而压制反铁磁关联。另外，Vc 随 ft 的变化关系与对称性 Anderson
晶格模型类似(对比图 2)，都是正的 ft 产生更大的 Vc。 

5. 结论 

本文将 Anderson 晶格模型的 Kotliar-Ruckenstein 隶玻色子方法从粒子–空穴对称情况推广到了更一

般的非粒子–空穴对称情况，并用之计算了非对称 Anderson 晶格模型的反铁磁相变，得到了相变点与库

仑关联能、电子跳迁系数、电子杂化强度、局域电子能级等多种参数的关系。本文发展的方法可进一步

用于研究多种重费米子体系的磁性相变和相图。 
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