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Abstract 
Cantor’s Set theory is the basis of modern mathematics, especially calculus theory, but there are 
many logical loopholes in its theory. It is necessary to point out clearly for criticism. Historically, 
Cantor used the diagonal method to prove the uncountable nature of real numbers, but this proof 
has the following problems: Cantor uses infinitesimal numbers to prove which is not tight, actually 
real numbers and infinite decimals are not equivalent; in the process of proof with infinite decim-
als, 0

010ℵ −ℵ  numbers will be missed; the premise of Cantor’s proof is that “the part can be 
one-to-one with the whole”. This assumption is not proved and therefore cannot explain its ratio-
nality. Finally, in this paper, Cantor’s “one-to-one correspondence with the whole” can be used to 
derive the opposite result from the traditional set theory, so as to explain its absurdity in more 
detail. 
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摘  要 

Cantor集合论是现代数学尤其是微积分理论的基础，但其理论存在诸多逻辑漏洞，有必要明确指出，供
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学界批判。历史上，Cantor使用对角线法证明来实数的不可数性质，但是这种证明存在如下问题：Cantor
使用无限小数进行证明具有不严密性，实数和无限小数并非等价的关系；使用十进制小数进行证明，在

证明过程中会漏掉 0
010ℵ −ℵ 个数；Cantor的证明的前提假设是“局部可以和整体进行一一对应”，这个

假设未经证明因而不能说明其合理性。最后，本文在Cantor的关于“局部可以和整体一一对应”的前提

下推导出了与传统集合论相反的结果，从而更加详尽的说明其荒谬性。 
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1. Cantor 集合论的历史背景和意义 

1.1. 无穷集合的早期研究 

无穷集合论是德国数学家 Cantor (G. Cantor 1845~1918)于 19 世纪 70 年代创立的。由于数学公理化的

必然要求，它成为整个数学的理论基础之一。Cantor 的工作主要围绕无穷集合论展开，这些成果为分析

学提供一种比较集合大小的重要方法。但是，这些“最伟大的工作”从一开始就饱受争议[1]。随着人们

对无穷研究的深入，其深层次的矛盾逐渐暴露了出来。 
Cantor 集合论主要围绕无穷集合概念展开[2]。从希腊时代开始，无穷概念能否作为完成了的整体存

在这个问题一直被数学家们和哲学家们关注和讨论。两种对立的观点分别称为潜无穷观和实无穷观。亚

里士多德最先提出并对它们加以区别[3]。这种争论一直持续到中世纪，但是一直被数学工作者所忽视，

直到十七世纪微积分的诞生，微积分的逻辑基础问题的严密性问题使得数学家有必要对“无穷”这一幽

灵进行解释。 
事实上，牛顿和莱布尼茨的理论都建立在无穷小分析的基础上，前者的理解和运用是混乱的，后者

的思想也不能自圆其说。柯西为此付出极大努力，企图用极限概念来弥补这个缺陷，但是他并没有解释

作为极限存在合法性保证的实数系为什么完备的。之后，魏尔斯特拉斯和 Dedekind 也做过严密性相关的

工作，他们都发现必须研究无穷集合的性质，因为数与连续性的定义中一定要涉及。 

1.2. Cantor 集合论的诞生 

1870 年至 1872 年，Cantor 用三篇论文证明了三角级数唯一性的几个问题，其中讨论了间断点是某

种无穷集合的情形。这里 Cantor 定义了一些集合论的概念，这是从“唯一性问题”的探索走向点集论研

究的开端，并为点集论奠定了理论基础。而另一方面，他就是通过对“唯一性问题”的研究而认识到无

穷集合的重要性，并开始从事无穷集合一般理论的研究。 
Cantor 赞同“整体可以和局部一一对应”的观点，认为反对无穷的观点是错误的。对 Cantor 来说，

能够与自己的一部分构成一一对应的集合就是无穷集合。为了研究正整数集合和实数集合有别于完备性

的另一种差异，Cantor 在 1873 年提出了导致集合论产生的关键问题：正整数集合与实数集合之间能

否一一对应。同年，他成功地证明了实数的“集体”不可数，也就是它不能同正整数的“集体”一一对

应。1874 年，他又提出了“可数集”的概念，以一一对应为准则对无穷集合进行分类。他把凡是能够与
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正整数集合构成一一对应的集合都称之为可数集，这是最小的无穷集合。随后他得到了一些重要结果：

1) 有理数集合是可数的；2) 一切代数数是可数的；3) 任何有限线段上的实数不可数；4) 超越数不可数；

5) 一切无穷集并非都是可数的，无穷集同有穷集一样也有数量上的区别。在论证了相同的势与不同的势

的集合都存在之后[4]，Cantor 继续深入研究他的势的概念，并引进了基数与序数的概念，特别是创造了

超限基数和超限序数。从 1879 年到 1883 年，Cantor 写了 6 篇论文，发展了这个工作，其中还涉及集合

论在分析上的一些应用。该文从内容到叙述方式都与现代的朴素集合论基本一致，标志着点集论体系的

建立。其中《对超穷集合论基础的贡献》标志着集合论从点集论向抽象集合论的过渡。 

1.3. Cantor 集合论的意义 

由于各种数学理论的基础概念都可以用“集合”及隶属关系定义出来，因此可以认为集合论是全部

数学理论的基础。Cantor 在集合论中通过一一对应关系将有穷集合和无穷集合区别开来，一个可数集尽

管是无穷的，但当它和不可数集对比时，它的无穷性就显得无足轻重了。数学家们逐渐发现，在解决一

些重要问题时，“不值一提”的可数集是有用的。但当认清 Cantor 集合论的本质时，这样广泛而重要的

应用反而变成了一个可怕的事实。 

2. 无穷集合论的新观点 

2.1. 集合的基数与势 

Cantor 研究无穷集合论，引进了无穷点集的一些概念，如：基数，势，序数等，试图把不同的无穷

离散点集和无穷连续点集按某种方式加以区分。 
集合的基数是指衡量这个集合大小的值。对于有限值，如{ }, ,a b c 的基数为 3；空集的基数为 0 等等。

因此两个集合的基数相等当且仅当它们之间存在一一对应。按照这一原则，要说明一个集合 M 的基数比

另一个集合 N 的大，就必须证明下述两点。 
1) M 与 N 不对等(即不存在一一对应的关系)。 
2) M 的一个子集与 N 对等。 
其中：1) 保证 M 与 N 的基数不相等；2) 保证 M 的基数不比 N 的小。需要指出的是一个有限集不可

能与其任意真子集对等[5]。 
集合的基数最基本的为 0ℵ 和 1ℵ ， 0ℵ 指的是该集合可以与自然数集 N 建立一一对应的关系，集合的

势 1ℵ 指的是(0, 1)区间内的实数的个数， 0ℵ 和 1ℵ 为不同的势的关键在于证明(0, 1)区间内的实数是否是不

可数的。 
假设可以把(0, 1)区间内的实数按照某个顺序排列好，因为实数可以用小数表示出来，所以(0,1)内的

实数是这样的 1 2 3 40.a a a a   (其中 1 2 3a a a 都是正整数)。假设排列好的数字是这样的： 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0.
0.
0.

a a a
a a a
a a a



 

现在构造这样一个数 1 2 3 40.b b b b b= ，其中 1 11 2 22 3 33, ,b a b a b a≠ ≠ ≠   
因为已经按照某种顺序排列好了(0, 1)内的数，所以这样的 b 一定是可以构造出来的，并且显然 b 属

于(0, 1)，但是 b 又不在以上排列好的序列里，这就产生了矛盾。所以(0, 1)内的实数是不可数的，进而整

个实数集也是不可数的。 
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2.2. 一维和二维空间点的对应 

无穷集合论产生了很多背离直观的结论，比如一维实直线上的点与二维平面上的点一样多，考虑到

实数的二维平面和复平面是等价的，故要证明一维实直线上的点与二维平面上的点一样多，只需证明实

数和复数一样多。 
本文可以把实数 x 的小数表达式的奇数位和偶数位分开，各构成一个实数 ,a b 。由此构造复数

z a bi= + 。按照此构造法，本文可以把实数和复数一一对应，即直线和平面的点一一对应。 

3. 康托集合论证明的几点批判 

3.1. 关于 Cantor 对角线法证明实数不可数的批判 

Cantor 基于角线法证明实数不可数存在前提性错误，因为实数与无限小数并非等同的关系，或者说

实数不可以写成无限不循环的小数。这里，讨论的是纯数学问题而不是应用数学的问题。 
有理数肯定不是无限不循环小数，无理数也只是它本身，也不是无限不循环的小数。无限小数是动

态的，不确定的数。而无理数则是静态的确定的数，如果从序列的角度来看，无理数应该是无限不循环

小数序列的极限，而不是这个序列本身或其中的某一个数，当然也不是这个动态过程。举个例子

1.4,1.414,1,4142这个序列的极限是 2 。但是， 2 既不能算是那个序列，也不能等于序列中的某一

个数。而 Cantor 却错误的将无理数等同于该无理数对应的无限不循环小数序列的动态过程。也就是说，

Cantor 把无限不循环小数序列的极限与无限不循环小数序列的动态延续混为一谈。 
再者，除了上述的问题以外，就算错误的承认实数可以写成无限不循环的小数，仍会得到错误的结

论。设[0, 1]区间的实数的无穷小数表式是二进制的，则其前 n 位就有 2n种不同的排列方式，可以表示 2n

个由前 n 位不同的排列方式决定的不同的无穷小数表式下的实数，但在康托对角线法所依赖的原则下，

显然只能表出其中的 n 个，有 2n n− 个必被遗漏，当 n 趋向无穷时，此式始终成立，于是应有 0
02ℵ −ℵ 个

数被遗漏, 而由 Cantor 对角线法新产生的那个实数，仅为也必为其中之一[6]。在实际中 Cantor 对角线法

则采用的是十进制的方式，则可以得出必有 0
010ℵ −ℵ 个数在排列中被遗漏。而产生此种结果的原因是对

角线法中要求展开的小数的位数与排列的个数之间产生一一对应的关系，这种对应的关系也是 Cantor 对
角线法的关键，但是由此也产生了排列的实数的遗漏的情况。退一步来说，这种一一对应的关系是一定

成立的吗？Cantor 在这里定义下了一个隐含的“公理”。没有这样的一个隐含的“公理”，对角线法的

前提就有问题，自然对角线法本身就是错误的。 

3.2. 部分真的可以和整体一一对应吗？ 

Dedekind 曾说“如果系统 S 与其适当的部分相似，则它是无限系统；反之，则 S 为有限系统。”在

这样的定义之下，无穷集合作为逻辑上相容的实体就存在了。这就是 Cantor 先生及其追随者希望接受的

集合论“局部与整体可以一一对应”的前提。 
实际上，假设 A、B、C、D、E 为无限集合，并且 A B C D= + + ，再设C E= ，则 E 一定是作为 A

的真子集。A 中的真子集 C 足以与 E 产生一一对应，这个可以有公理作为保证(两个相同的集合之间可以

产生一一对应关系)，故而，E 中再无元素可与 B 和 D 两个集合产生对应。这样一个简单的证明，对有限

集合和无限集合都是适用的。而 Cantor 只是看到 A 和 E 中的元素是无限的，就不区分两个集合的增长速

度而举出一种对应的方式，这个是比较可笑的。他仅仅认为 E 中有无穷的多的元素，就认为 E 中的元素

可以和 A 中的元素一一对应下去。但是却忽略了 A 集合中的自己 C 是和 E 集合有同步的无穷多的，由此

在 A 的另外两个集合中是找不到对应项的。如果 Cantor 一定要认为集合 A 可以和集合 E 之间产生一一对
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应关系，或者说局部与整体可以一一对应方式，就应该给出这个方式的相应的证明。 
也许有一些人会认为“通过具体的列举的方式就可以证明(比如自然数与偶数的对应方式，就可以通

过具体列举的方式进行对应)。”但是这两个集合是无穷集合，谁能够列举的完全呢？并且可以看到就自

然数1,2,3, , n ，偶数 2,4 2n 而言，他们在对应的时候 n 的取值应该是同步的，即使到了无穷大，n
也应该是同步的。所以自然数集合应该是偶数集合的 2 倍。由此可见，忽视增长速度的列举方式是不正

确的。 
也会有人表明“这是有限集合的逻辑。”但是主张无限集合具有上述特征逻辑的人却没有给出令我

们信服的证明。他们不也承认实数集合不能与全体的自然数集合一一对应吗？布尔巴基学派核心成员 F.
豪斯道夫说：“这一违反公理‘全体大于部分’的事实，既是‘无限矛盾之一’，对此我们必须习惯……”

[7]。对此，我们只能感到无限的悲哀。 

4. 结论 

本文详细论述了 Cantor 集合的历史发展过程以及它的主要内容。然后针对 Cantor 集合论中关于实数

对角线法的证明，以及其中 Cantor 关于无限集合的“局部可以和真题一一对应的原则”，进行了针对性

的批判。本文认为对角线法则把数学写成无限不循环小数，而纯数学认为一个序列并不是数的本身，也

就是动态的无限不循环小数并非实数本身。Cantor 在用对角线法证明的过程中首先是暗含了一个公理似

的前提“小数点后面的位数必须和实数的个数相同”，这个前提是不能证明的，而且在此前提下，Cantor
的对角线法在罗列实数时也缺失了 0

010ℵ −ℵ 个数。对于“局部与整体的一一对应”，本文认为 Cantor 的
前提同样不可靠的，他不能给出确切证明。 

进而，本文在“自身与自身的一一对应”的基础上，推导出和 Cantor 集合论完全相反的结论。在科

学的发展道路上，我们要勇于思考，不应当盲目崇拜。以上的观点可能不一定完全正确，但是按照驳论

的原则，只要我们有一点正确，那么 Cantor 集合论的基础就是有问题的。 
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