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Abstract 

A new data-driven neural dynamic programming method for model-free discrete-time nonlinear 
dynamic system is proposed in this paper. The residual of the Q-function and the control strategy 
are operated to be zero with the basis function through the inner product. Then the coefficients of 
the neural network are updated by the offline trained data and the online data. Finally the optimal 
control strategy is obtained and the convergence of this algorithm is proved. 
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摘  要 

为了实现无模型离散时间非线性动态系统的最优控制，提出了一种新的基于数据驱动的神经动态规划方

法。该方法利用Q函数的残差与基函数的内积为零，同时控制策略的残差与基函数的内积也为零，从而

得到控制方程。接着使用离线数据集与在线数据来迭代更新神经网络的系数，从而得到近似最优的控制

策略，本文还证明了该算法是收敛的。 
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1. 引言 

无论是在控制理论还是工程领域，最优化控制问题都是一个重难点。最优控制问题的求解依赖于求

解 HJB 方程，由于系统一般是非线性的，导致对于求解 HJB 方程很困难，难以得到解析解[1]。 
Bellman 在 1957 年首次提出了动态规划方法。动态规划对于求解最优控制问题是一个行之有效的方

法。该方法适应广泛：离散系统，连续系统，非线性系统，以及随机系统等等。但是该方法是一种逆向

计算方法，随着解的时间维度增加，且由于控制变量维数大容易造成“维数灾难”问题。于是近年来，

针对未知的复杂非线性系统的最优控制问题，自适应动态规划应运而生。与传统的动态规划相比，由于

其采用函数近似结构来逼近系统模型，评价指标[2]，和控制策略，避免了因时间逆向计算造成的“维数

灾难”问题。自适应动态规划可用于大规模非线性系统[3]，其应用也相当广泛；例如：机器人运动规划

[4]，无人驾驶汽车[5]，污水处理系统[6]等等。 
LIU 等采用值迭代的自适应动态规划，并证明其收敛条件是迭代性能指标函数初始化为任意半正定

函数[7]。根据此收敛条件，提出了一种基于自适应动态规划的协同优化算法[8]。该协同优化算法令迭代

的残差快速减小，大幅提高了自适应动态规划的收敛速度。LIU 等对于离散的非线性系统采用基于策略

迭代的自适应动态规划方法[9]，证明了该迭代控制律可以使系统稳定，并说明其是收敛的。LUO 等则分

别对于连续时间非线性系统采用基于策略迭代的自适应动态规划方法[10]，该策略迭代的实现使用基于神

经网络的最小二乘方法并证明该方法是收敛的。文献[11]针对离散时间非线性系统，提出了策略梯度自适

应动态规划算法，并证明了该算法中 Q 函数能收敛到最优值。 
由于神经网络良好的自适应与自学习等特点[12]，本文采用神经网络与动态规划结合的自适应动态规

划对无模型的最优控制问题进行求解。对于神经网络的权重系数采用离线数据集与在线数据结合进行更

新。 

2. 问题描述 

本文所描述的离散时间非线性系统为： 

( )1 , 0,1, 2,k k kx f x u k+ = + =                                    (1) 

其中 n
kx R∈ 为状态向量， m

ku R∈ 为控制向量。此外 X 和 U 为一个完备集合， ( ){ }, | ,D x u x X u U= ∈ ∈ 。

系统(1)在 X 上稳定，函数 ( ),f x u 在集合 D 上连续，且 ( )0,0 0f = ， 0x = 是系统(1)的一个稳定状态。本

文考虑的是无模型的最优控制问题，即函数 ( ),f x u 的具体解析式是不知道的。优化目标是找到一个稳定

的反馈控制 ( )k ku u x= ，使得性能指标函数(2)最小。 

( ) ( )0 0 , .u l llV x P x u∞

=
= ∑                                      (2) 

其中 ( ) ( ) ( ),P x u S x W u= + ， ( )S x 和 ( )W u 为正定函数。 
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3. 策略梯度自适应动态规划 

对于上述最优控制问题，由于该系统是非线性的且系统模型 ( ),f x u 的解析式并不知道。为了克服这

些困难，引入了策略梯度自适应动态规划来求解该最优控制问题。 
定义 1 对于系统(1)，如果 ( )u x 在 X 上连续，且 x X∀ ∈ ， ( )uV x < ∞ ，则称控制 ( )u x 是可控的，记

( ) ( )u x U X∈ 。基于自适应动态规划理论，定义值函数 ( )u kV x 为： 

( ) ( ), .u k l ll kV x P x u∞

=
= ∑                                     (3) 

易知： 

( ) ( ) ( )+1, .u k k k u kV x P x u V x= +                                   (4) 

记最优值函数为： 

( ) ( )* min .uu
V x V x=                                       (5) 

对应的最优控制为： 

( ) ( )* arg min .u ku
u x V x=                                      (6) 

根据自适应动态规划，为了更好求解该最优控制问题，下面引入 Q 函数： 

( ) ( ) ( )1, , , .u k k l ll kQ x a P x a P x u∞

= +
= +∑                               (7) 

且易知 ( ) ( ),u k u kQ x u V x= ，Q 函数也可以表示为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , ,  , .u k k u k k u kQ x a P x a Q x u P x a V x+ += + = +                        (8) 

对应最优控制 ( )*u x 的最优 Q 函数为： 

( ) ( ) ( ) ( )*
* *

1, , , .k k k ku
Q x a Q x a P x a V x += = +                             (9) 

相应的最优控制 ( )*u x 为： 

( ) ( ) ( )* * arg min arg min , .uu a
u x V x Q x a= =                             (10) 

为了求解该最优控制问题，通过迭代的思想，希望利用 Q 函数的梯度信息来更新控制策略 u，然后

把控制策略 u 带入 Q 函数。策略梯度自适应动态规划算法的具体步骤如下： 
步骤 1：给定初始控制策略 ( ) ( )0u U X∈ 和允许误差 ε ，且令 0i = 。 
步骤 2：估计 Q 函数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )+1, , , .i i i
k k kQ x a P x a Q x u= +                               (11) 

步骤 3：更新控制策略 u： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 , .i

i i i
a a u

u x u x Q x aα+

=
= − ∇                               (12) 

其中α 为常数。 
步骤 4：若 ( ) ( ) ( ) ( )1, ,i i

k kQ x a Q x a ε+− ≤ ，则输出 Q 函数和控制策略，否则令 1i i= + ，返回步骤 2。 
对于系统(1)，首先定义其 Hamiltonian 函数为： 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) ( )

1, , ,

, , .
k k k k

k k k

H x u V V x V x P x u

V f x u V x P x u
+= − +

= − +
                           (13) 
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且 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),i
i i

k k l ll ku
V x V x P x u x∞

=
= = ∑ 。 

引理 1 [11] 给定 ( ) ( ) ( )0u x U X∈ ，根据策略梯度自适应动态规划算法得到控制序列 ( ) ( ){ }iu x 。假设

( ) ( )( ),i
a kV f x a∇ ， ( ) ( )( ),i

aa kV f x a∇ ， ( )aW a∇ 和 ( )aaW a∇ 存在，且 T
u uu uA H H H= ∇ ∇ ∇ ， 

T
u uB H H= ∇ ∇ ，

C h= 。
2B B AC

A
α − −
= ，

2B B AC
A

α + −
= 。如果对于 , ,i x a∀ ， 2 0B AC− ≥ 且α α α≤ ≤ ，则： 

1) ( ) ( )( )1, , 0i i
kH x u V+ ≤ ， 

2) ( ) ( )iu U X∈ 。 
证明：1) 将 Hamiltonian 函数 ( )( ), , i

kH x u V 在 ( )iu 处进行二阶泰勒展开： 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )

T

T

, , , , , ,

1 , , .
2

i i i i i i
k k u k

i i i i
uu k

H x u V H x u V u u H x u V

u u H x u V u u h u

= + − ∇

+ − ∇ − +
                   (14) 

根据式(8)和(13)易知： 
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , .i i i

a k a k a u kQ x a V f x a W a H x u V∇ = ∇ +∇ = ∇                     (15) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ), , , , .i i i
aa k aa k aa uu kQ x a V f x a W a H x u V∇ = ∇ +∇ = ∇                    (16) 

由于 ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ), , , , ,i i
a k aa k a aaV f x a V f x a W a W a∇ ∇ ∇ ∇ ，对于 i∀ 都存在，因此 ,u uuH H∇ ∇ 都存在。

由式(12)和(14)~(16)易知： 
( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

1

T1

T1 1 1

, ,

, , , ,

1 , ,
2

i i
k

i i i i i i
k u k

i i i i i i i
uu k

H x u V

H x u V u u H x u V

u u H x u V u u h u

+

+

+ + +

= + − ∇

+ − ∇ − +

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )

12 T

T

12

, , , ( , , )

1 , , , ,
2

, , , , , ,

1 , , , , , , .
2

i i i i i iT
k a k u k

i i i i i i i
a k uu k a k

i i i i i i
k a k u k

i i i i i i iT
a k uu k k

H x u V Q x u H x u V

Q x u H x u V Q x u h u

H x u V H x u V H x u V

H x u V H x u V H x u V h u

α

α

α

α

+

+

= − ∇ ∇

+ ∇ ∇ ∇ +

= − ∇ ∇

+ ∇ ∇ +

 

令 T T, ,u uu u u uA H H H B H H C h= ∇ ∇ ∇ = ∇ ∇ = ，且 0A ≥ ，则： 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 21, , , , .
2

i i i i
k kH x u V H x u V A B Cα α+ = + − +                        (17) 

如果 2 0B AC− ≥ ，当α α α≤ ≤ 时，其中
2B B AC

A
α − −
= ，

2B B AC
A

α + −
= ，则： 

21 0.
2

A B Cα α− + ≤                                      (18) 

即 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1, , , ,i i i i
k kH x u V H x u V+ ≤ 。根据 Hamiltonian 函数定义知： ( ) ( )( ), , 0i i

kH x u V = 。 

故： ( ) ( )( )1, , 0i i
kH x u V+ ≤ 。 
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2) 假设 ( ) ( ) ( )iu x U X∈ ，对于系统 ( )( )1
1 , i

k kx f x u +
+ = ，则对于 Lyapunov 函数 ( ) ( )i

kV x 有： 
( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

1

1 1 1

1 1

,

, , ,

, , , .

i i i i
k k k

i i i i i
k k k k

i i i
k k

V x V f x u V x

V f x u V x P x u P x u

H x u V P x u

+

+ + +

+ +

∆ = −

= − + −

= −

                 (19) 

由 ( ) ( )( )1, , 0i i
kH x u V+ ≤ ，知： ( ) ( ) ( )( )1, 0i i

k kV x P x u +∆ ≤ − ≤ 。即： ( ) ( )( )( ) ( ) ( )1,i i i
k kV f x u V x+ ≤ < ∞。 

对于所有 , 0x u ≠ ，根据定义 1 知： ( ) ( ) ( )1iu x U X+ ∈ 。由数学归纳法知，当 ( ) ( ) ( )0u x U X∈ ，有
( ) ( ) ( )iu x U X∈ 。 

引理 2 [11] 对于所有 ( ),x a ∈D ，根据策略梯度自适应动态规划算法得到序列 ( ) ( ){ },iQ x a 和 ( ) ( ){ }iu x  
满足：1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 *, , ,i iQ x a Q x a Q x a+≥ ≥ ， 
2) ( ) ( ) ( )*lim , ,i

i
Q x a Q x a

→∞
= 。 

证明 1)由式(4)和(8)知： 
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( )

( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

1 1

1

, , ,

, ,

, ,

, ,

.

i i i i i
k k k

i i i i i
k k k k

i i i
k k

i i i
k k

i
k

Q x u P x u V f x u

P x u V f x u V x V x

H x u V V x

H x u V V x

V x

+ + +

+ +

+

= +

= + − +

= +

≤ +

=

                 (20) 

且： 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1 1 1
1 1 1

1 1
1 1

1
1 1

1
1

1
1 2

, ( )

,

( )

,

, ,

, .

i i i i i
k k k k k

i i i i
k k k

i i i
k k k

i i
k k

i i i
k k k

i i
l kl k

V x P x u V x V x V x

Q x u V x V x

V x V x V x

P x u V x

P x u P x u V x

P x u V x

+ + +
+ + +

+ +
+ +

+
+ +

+
+

+
+ +

∞

=

= + − +

= − +

≤ − +

= +

≤ + +

≤ =∑

                     (21) 

则对于所有 ( ),kx a ∈D ，有： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1
1

1

, ,

,

, .

i i
k k k

i
k k

i
k

Q x a P x a V x

P x a V x

Q x a

+ +
+

+

= +

≤ +

=

                              (22) 

由于式(9)知： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

1

*
1

*

, ,

,

, .

i i
k k k

k k

k

Q x a P x a V x

P x a V x

Q x a

+

+

= +

≥ +

=

                                (23) 

故可得： ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 *, , ,i iQ x a Q x a Q x a+≥ ≥ 。 
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2) 由式(12)知，当 i 趋于∞时有： 

( ), .a a u
u u Q x aα ∞
∞ ∞ ∞

=
= − ∇                                  (24) 

即： 

( ), 0.a a u
Q x aα ∞

∞

=
∇ =                                     (25) 

由式(8)知： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( )

1

1

, , ,

,

, .

k k k

k k

k k

Q x a P x a Q x u

P x a V x

P x a V f x

∞ ∞ ∞
+

∞
+

∞

= +

= +

= +

                              (26) 

则有： 

( ) ( )( ), 0.a a ka u a u
W a V f x a∞ ∞

∞

= =
∇ +∇ =                              (27) 

又由式(4)知： 

( ) ( ) ( )* * *
1, .k k kV x P x u V x += +                                  (28) 

上式对 u 求导得： 

( ) ( )( )* *
* , 0.u u ku u u u

W u V f x u
= =

∇ +∇ =                               (29) 

易知式(27)和(29)是一样的，由唯一性得： 

( ) ( )* .V x V x∞ =                                         (30) 

由式(26)得： 

( ) ( ) ( )
( ) ( )
( )

1

*
1

*

, ,

,

, .

k k k

k k

k

Q x a P x a V x

P x a V x

Q x a

∞ ∞
+

+

= +

= +

=

                                 (31) 

由结论 1)知，序列 ( ) ( ){ },iQ x a 是单减序列，记 ( ) ( ) ( )lim , ,i

i
Q x a Q x a∞

→∞
= ，则有： 

( ) ( ) ( )*lim , ,i

i
Q x a Q x a

→∞
= 。 

4. 基于数据驱动的神经动态规划及其实现 

首先定义一个数据 ( ), ,x a x 其中 x为当前状态 x 执行控制动作 a 后得到状态向量。 x的获得是通过实

际系统输入控制动作 a 后得到，而不是使用系统模型 f 的数学解析式。如图 1，是策略梯度自适应动态规

划算法的结构。其中包括两个部分：离线数据集和在线数据。离线数据集 

( ) ( ){ }, , | , , 1, 2, ,M l l l l l lS x a x x a x X l M= ∈ ∈ = 
D, 。M 为数据的数量，其中离线数据集 MS 可以通过实际系

统随机采样获得，其结构如图 2。在线数据 ( )1 1, ,k k k ks x u x− −= ，其分别是在时刻 1k − 和 k 的在线状态和控

制信息，其获得的结构图如图 3。图 1 的大概流程是：首先，给定一个初始控制 ( )0u ，根据离线数据集 MS
通过策略梯度自适应动态规划算法步骤 2，得到 ( ) ( )0 ,Q x a 。其次，将初始控制 ( )0u 通过实际系统作用于

当前状态 0x ，得到下一状态 1x ，即得到在线数据 1s 。然后，将 ( ) ( )0 ,Q x a 和 ( )0u 通过策略梯度自适应动态

规划算法步骤 3，得到 ( )1u 。最后，将 1s 加入离线数据集 MS 作为新的离线数据集，以此重复循环，则可

得到在线数据 2 3, ,s s ，控制序列 ( ) ( )2 3, ,u u 和 Q 函数序列 ( ) ( ) ( ) ( )2 3, , , ,Q x a Q x a 。 
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Figure 1. Policy gradient adaptive dynamic programming algorithm 
图 1. 策略梯度自适应动态规划算法 

 

 
Figure 2. Collect offline data sets 
图 2. 收集离线数据集 

 

 
Figure 3. Collect online data 
图 3. 收集在线数据 

4.1. 神经动态规划的实现设计 

由于根据策略梯度自适应动态规划算法，要求去计算未知的 Q 函数 ( ) ( ),iQ x a 和控制策略 ( ) ( )iu x ，为

了实现该过程，下面引入执行―评价神经网络。其中用执行网络来逼近控制策略 ( )u x ，用评价网络来逼

近 Q 函数 ( ),Q x a 。首先介绍俩组线性无关的基函数： ( ) ( ){ } 1j j
x xφ

∞

=
Φ = ， ( ) ( ){ } 1

, ,j j
x a x aψ

∞

=
Ψ = 。其中

( ) ( )0 0, 0,0 0j jφ ψ= = 。根据代数理论，控制策略 ( )u x 和 Q 函数 ( ),Q x a 可以如下线性表示： 

( ) ( )1 .j jju x xυ φ∞

=
= ∑                                     (32) 

( ) ( )1, , .j jjQ x a x aθ ψ∞

=
= ∑                                   (33) 

https://doi.org/10.12677/airr.2019.82006


李星科，陈学松 
 

 

DOI: 10.12677/airr.2019.82006 53 人工智能与机器人研究 

 

根据函数逼近理论，Q 函数 ( ) ( ),iQ x a 和控制策略 ( ) ( )iu x 可以被有限维基函数近似表示： 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 T

1 .Li i i
j j Lju x x xυ φ υ

=
= = Φ∑                               (34) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 T
1, , , .Li i i

j j LjQ x a x a x aθ ψ θ
=

= = Ψ∑                            (35) 

其中 ( ) ( ) ( )
1

T

1
ii i

Lυ υ υ =   和 ( ) ( ) ( )
2

T

1
ii i

Lθ θ θ =   分别为执行网络和评价网络的权重系数向量，但其是未知的。

( ) ( ) ( )
1

T

1L Lx x xφ φ Φ =   和 ( ) ( ) ( )
2

T

1, , ,L Lx a x a x aψ ψ Ψ =   分别为执行网络和评价网络的激活函数向

量。则该神经网络的输出可以表示为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 T
1

ˆ ˆˆ .Li i i
j j Lju x x xυ φ υ

=
= = Φ∑                               (36) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 T
1

ˆ ˆ ˆ, , , .Li i i
j j LjQ x a x a x aθ ψ θ

=
= = Ψ∑                            (37) 

其中 ( ) ( ) ( )
1

T

1ˆ ˆ ˆ ii i
Lυ υ υ =   和 ( ) ( ) ( )

2

T

1
ˆ ˆ ˆ ii i

Lθ θ θ =   分别为 ( )iυ 和 ( )iθ 的近似估计。由于神经网络有误差，在用

( ) ( )ˆ iu x 和 ( ) ( )ˆ ,iQ x a 估计 ( ) ( )iu x 和 ( ) ( ),iQ x a 时会产生残差，定义 Q 函数残差为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

T T

T T T

ˆ ˆ ˆ, , , , ,

ˆ ˆˆ, , ,

ˆ ˆˆ, , , .

i i i i
Q

i i i
L L

i i i
L L L

x a x Q x a Q x u P x a

x a x u P x a

x a x x P x a

σ

θ θ

θ υ θ

= − −

= Ψ −Ψ −

= Ψ −Ψ Φ −

 



 

                    (38) 

下面的目标是，在满足残差趋于 0 的条件下，基于数据驱动来计算 ( )ˆ iυ ， ( )ˆ iθ 。任意 ( )1 ,s x u U∈ 和

( )2 ,s x u U∈ ，定义内积 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , , , , , d ,
D D

s x u s x u s x u s x u x u= ∫ 。令： 

( ) ( ) ( ), , , , 0.i
L Q D

x a x a xσΨ =                                  (39) 

将(38)式带入(39)式得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )

T T T ˆˆ, , , , , ,

, , , 0.

i i
L L L L LD D

L D

x a x a x a x x

x a P x a

υ θ Ψ Ψ − Ψ Ψ Φ  
− Ψ =

 

                   (40) 

则可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

1
T T Tˆ ˆ, , , , , ,

, , , .

i i
L L L L LD D

L D

x a x a x a x x

x a P x a

θ υ
−

 = Ψ Ψ − Ψ Ψ Φ  
× Ψ

 

                  (41) 

在计算 ( )ˆ iθ 时，其中涉及许多积分，根据蒙特卡洛积分方法，令： ( )d ,I x a= ∫D D
。首先基于离线数

据集 MS 来计算 ( )0θ̂ ： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

T T

T
1

0

, , , , , d ,

, ,

.

L L L LDD

MD
L l l L l ll

D

x a x a x a x a x a

I x a x a
M
I
M
η

=

Ψ Ψ = Ψ Ψ

= Ψ Ψ

=

∫

∑                       (42) 

其中 ( ) ( )T
0 1 , ,M

L l l L l ll x a x aη
=

= Ψ Ψ∑ 。同理可得： 
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( ) ( ) ( )( )0T T
0ˆ, , , .D

L L L
D

Ix a x x
M

υ ρΨ Ψ Φ =                              (43) 

( ) ( ) 0, , , .D
L D

Ix a P x a
M

ξΨ =                                  (44) 

且 ( ) ( ) ( )( )0T T
0 1

ˆ, ,M
L l l L l L ll x a x xρ υ

=
= Ψ Ψ Φ∑   ， ( ) ( )0 1 , ,M

L l l l ll x a P x aξ
=

= Ψ∑ 。则可得： 

( ) ( ) 10
0 0 0

ˆ .θ η ρ ξ−= −                                      (45) 

如图 4，基于离线数据集 MS 可以计算出 ( )0θ̂ ，当 i k= 时，对于在线数据 ks ，此时把在线数据 ks 加入

到离线数据集 MS 作为新的离线数据集 M kS s+ ，且用其来计算 ( )ˆ kθ ： 

( ) ( )T, , , .
1

D
L L kD

Ix a x a
M

ηΨ Ψ =
+

                               (46) 

( ) ( ) ( )( )T T ˆ, , , .
1

k D
L L L k

D

Ix a x x
M

υ ρΨ Ψ Φ =
+

                             (47) 

( ) ( ), , , .
+1
D

L kD

Ix a P x a
M

ξΨ =                                 (48) 

 

 
Figure 4. Neural dynamic programming algorithm 
图 4. 神经动态规划算法 

 

其中 ( ) ( )T
0 1 1 1 1, ,k L k k L k kx a x aη η − − − −= +Ψ Ψ ， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )T T T
1 11

ˆ, , , , .M k
k L l l L l L l L k k L k kl x a x x x a x uρ υ − −=
= Ψ Ψ Φ +Ψ Ψ∑    

则由(41)式知，当 i k= 时： 

( ) ( ) 1ˆ .k
k k kθ η ρ ξ−= −                                     (49) 

接着需要计算执行网络的权重系数 ( )ˆ iυ ，由神经动态规划算法步骤 3 更新控制策略时，用 ( ) ( )ˆ iu x 替

换 ( ) ( )iu x 会产生误差，定义控制策略残差为： 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1

1T T T T

,

ˆˆ ˆ ˆ, .

i

i i i i
u a a u

i i i i
L L a L L

x u x u x Q x a

x x x x

σ α

υ υ α υ θ

+

=

+

= − + ∇

= Φ −Φ + ∇ Φ Φ
                   (50) 

同理在计算 ( )ˆ iυ 时要满足控制策略残差趋于 0： 

( ) ( ) ( ), 0.i
L u X

x xσΦ =                                     (51) 

即： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1T T

T T

ˆ ˆ, ,

ˆˆ, , 0.

i i
L L L LX X

i i
L a L L

X

x x x x

x x x

υ υ

α υ θ

+Φ Φ − Φ Φ

+ Φ ∇ Φ Φ =
                         (52) 

则可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )11 T T T ˆˆ ˆ ˆ, , , .i i i i
L L L a L LX X

x x x x xυ υ α υ θ
−+ = − Φ Φ × Φ ∇ Φ Φ                 (53) 

根据蒙特卡洛积分方法，令： dX X
I x= ∫ 。基于离线数据集 MS ，当 i k= 时，对于在线数据 ks ，此时

把在线数据 ks 与离线数据集 MS 结合，且用其来计算 ( )ˆ kυ ： 

( ) ( )T, .
1

X
L L kX

Ix x
M

Φ Φ = Γ
+

                                 (54) 

( ) ( ) ( )( )T T ˆ, , .
1

k X
L a L L k

X

Ix x x F
M

υΦ ∇ Ψ Φ =
+

                           (55) 

其中 ( ) ( )T
0k L k L kx xΓ = Γ +Φ Φ ，且 ( ) ( )T

0 1
M

L l L ll x x
=

Γ = Φ Φ∑ ， 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )T T T T
1

ˆ ˆ, ,M k k
k L l a L l L l L k a L k L klF x x x x x xυ υ

=
= Φ ∇ Ψ Φ +Φ ∇ Ψ Φ∑ 。则由(53)可得： 

( ) ( ) ( )1 1 ˆˆ ˆ .k k k
k kFυ υ α θ+ −= − Γ                                    (56) 

4.2. 神经动态规划算法 

步骤 1：收集离线数据集 MS ，计算 0 0 0, ,η ρ ξ 。 
步骤 2：给定一个初始允许误差 ε 和初始控制策略 ( ) ( ) ( )ˆ iu x U X∈ ，并令 0i = 。 
步骤 3： 使用 MS 和 1is + 计算 , ,i i iη ρ ξ 。 并根据(49)式计算 ( )ˆ iθ 。 
步骤 4：使用离线数据集 MS 和在线状态数据 ix ，计算 ,i iFΓ ，并根据(56)式计算 ( )1ˆ iυ + 。 
步骤 5：若 ( ) ( )1ˆ ˆi iθ θ ε+− ≤ ，则输出 ( )1ˆ iθ + 和 ( )1ˆ iυ +

；否则令 1i i= + ，返回步骤 3，继续循环。 

5. 结束语 

本文提出了一种基于数据驱动的神经动态规划方法。该方法不依赖于系统的数学解析式，采用神经

网络与动态规划结合的方式对最优控制问题进行求解。其分别利用 Q 函数的残差和 Q 函数的基函数做内

积为零，控制策略的残差与控制策略的基函数做内积为零；并使用离线数据集与在线数据来迭代更新神

经网络的系数，最后得到所需的控制策略。该方法能将离线数据与在线数据有效结合，使得系数更新更

加完善。并且证明该算法是收敛的；且收敛到最优值。 
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