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Abstract 
Let X be a local compact metric space, :f X X→  be a homeomorphism. This article mainly 
proves the following two conclusions: 1) Assume that K X⊂  is a compact strongly invariant set 
and there exists a compact neighborhood Q K⊃ , such that \Q K  contains no complete negative 
trajectory for every x X∈  and ( )xω  is nonempty set, then K is asymptotically stable. 2) If each 

bounded closed set is a compact set for X and let K X⊂  be an attractor. Then K  is asymptoti-
cally stable with the same basin of attraction that K. Moreover K is asymptotically stable if only if 
K K= . 
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摘  要 

设X为局部紧致度量空间， :f X X→ 是同胚映射。本文主要证明如下两个结论：1) 若对 x X∀ ∈ ，
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( )xω φ≠ ，K X⊂ 为紧致强不变集，且存在一个紧致邻域Q，使得 \Q K 包含不完整负轨道，则K是渐进

稳定集；2) 若X的每一个有界闭集都是紧致的，且 K X⊂ 为吸引子，则 K 是渐进稳定的，其中 K 与K有
相同的吸引域。更多的，K是渐近稳定的当且仅当 K K= 。结论1)，2)分别是对文献[1]和[2]中的结论进

行了进一步推广。 
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1. 引言 

运动稳定性问题在 19 世纪下半叶已有许多学者进行研究并得出一些成果。如著名物理学家 J. C.麦克

斯韦(1868)分析蒸汽机调速器和钟表机构稳定性的论文《论调节器》；E. J.劳思(1830~1907)的专著《已知

运动状态的稳定性》(1877)；H. E.儒科夫斯基的《论运动的持久性》(1882)等。俄国数学家、力学家李雅

普诺夫和法国数学家、理论科学家和科学哲学家儒勒·昂利·庞加莱庞加莱也各自从不同角度研究了运

动稳定性理论中的一般性问题。1892 年，李雅普诺夫在《运动稳定性的一般问题》一文中对已知运动状

态的稳定性给出了严格的数学定义。本文为了更好地研究局部紧致度量空间的渐进稳定集，借助不完全

负轨道，吸引子等的概念来刻画其性质，将文献[1]和[2]中的结论进行了进一步推广。 

2. 预备知识 

性质 2.1：[3]设 X 是局部紧致的度量空间。对 x X∀ ∈ ， ( )xω 和 ( )xα 都是 X 中的闭且强不变集。 
定义 2.2：[3]设 X 是局部紧致的度量空间。称紧致集 K X⊂ 称为吸引子，如果它是强不变的且存在

K 的一个开邻域 U，使得对所有 x U∈ ， ( )xω φ≠ 且 ( )x Kω ⊂ 。 
定义 2.3：[3]设 X 是局部紧致的度量空间。集合 ( ) ( ){ :K x X xω φΑ = ∈ ≠ 且 ( ) }x Kω ⊂ 称为 K 的吸

引域，且 ( )KΑ 强不变且是开集。在这种情况下，如果 ( )K XΑ = ，我们称这样的 K 为全局吸引子。 
定义 2.4：[3]设 X 是局部紧致的度量空间。称紧致集 K X⊂ 是渐进稳定集如果它是一个吸引子且对

所有的 K 的开邻域 U，存在V U⊂ 为 K 的一个开邻域，使得 ( )nf x U∈ ，对所有 x V∈ 且 n N∈ 。在这种

情况下，如果 ( )K XΑ = ，我们称这样的 K 为全局稳定集。 
定义 2.5：[3]设 K 为一吸引子， ( ) ( ){ }

~
:K x K x Kα φ= ∈Α ≠ 称为 K 的稳定子。 

定义 2.6：[4]设 X 是局部紧致度量空间， :f X X→ 是同胚映射， x X∈ 。如果存在递增序列 in ，使得

( )lim in

i
f x y

→+∞
= ，则称 y X∈ 为 x 的 ω-极限点，并称 x 的全体 ω-极限点的集合为 x 的 ω-极限集，记作 

( ),x fω 。显然， ( ) ( )( )
0

, k

n k n
x f orb f xω

≥ ≥

=


。同样，如果存在递增序列 in ，使得 ( )lim in

i
f x y−

→+∞
= ，则称 

y X∈ 为 x 的 α-极限点，并称 x 的全体 α-极限点的集合为 x 的 α-极限集，记作 ( ),x fα 。 
定义 2.7：[4]设 ( ),X f 为动力系统， x X∈ ，称集合 ( ) ( ) ( ){ }2, , , , ,nx f x f x f x  为 x 在 f 之下的轨

道，记为 ( ),O x f 或 ( )orb x 。 
定义 2.8：[4]设 X 是一个集合， : X X Rρ × → 如果对于任何的 , ,x y z X∈ ，有 
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1) ( ), 0x yρ ≥ ，并且 ( ), 0x yρ = 当且仅当 x y= ； 
2) ( ) ( ), ,x y y xρ ρ= ； 
3) ( ) ( ) ( ), , ,x z x y y zρ ρ ρ≤ + ； 

则称 ρ 为集合 X 的一个度量。 
定义 2.9：[5]设 X 是一个拓扑空间，如果 X 中的每一个点都有一个紧致邻域，则称拓扑空间 X 是一

个局部紧致空间。 
定义2.10：[5]设x是度量空间X中的一个点。U是X的子集，如果存在一个开集V满足条件；x V U∈ ⊂ ，

则称 U 是点 x 的一个邻域。 
性质 2.11：[5]设 x 是度量空间 X 中的一个点。则 X 的子集 U 是点 x 的一个邻域的充分必要条件是点

x 有某一个球形邻域包含于 U。 
定义 2.12：[5]设 ,X Y 是两个度量空间， 0: ,h X Y x X→ ∈ 。若对于 ( )0h x 的任意邻域 ( )( )0 ,B h x ε ，

存在 0x 的某邻域 ( )0 ,B x δ ，使得 ( )( ) ( )( )0 0, ,h B x B h xδ ε⊂ ，则称 h 在点 0x 处连续，若 h 在 X 的每一个点

处都连续，则称 h 是一个连续映射。 
定义 2.13：[5]设 X 和 Y 是拓扑空间，如果存在一个同胚映射 :f X Y→ ，则称拓扑空间 X 于拓扑空

间 Y 是同胚的，或称 X 与 Y 同胚，或称 X 同胚于 Y。 
定义 2.14：[5]设 ( ),X f 为动力系统。点 x X∈ 的一条完整负轨道是一个无限序列 ( )nx ，使得对 1n∀ ≥

，

有 0x x= 且 ( ) 1n nf x x −= 。 
定义 2.15：[5]设 X 是拓扑空间。如果 X 的每一个开覆盖有一个有限子覆盖，则称拓扑空间 X 是一个

紧致空间。 
定义 2.16：[5]设 X 是局部紧致的度量空间，且设 :f X X→ 为同胚映射。Y X⊂ ，如果 ( )f Y Y⊂ ，

则称 Y 为不变集，进一步：如果 ( )f Y Y= ，则称 Y 是强不变的。 

3. 相关引理 

引理 3.1：设 :f X X→ 同胚，其中 X 为局部紧致的度量空间，假设 K X⊂ 为全局吸引子，设 1Q K⊃

为一紧致邻域，则存在紧致邻域 2Q ，使得 1 2Q Q⊂ 且 ( )2 2f Q Q⊂ 。
。

 
证明：设 1x Q∈ ，则由 K 为全局吸引子，因此由 K 的定义，设 1xn ≥ 为第一个自然数使得

( ) ( )1intxnf x Q∈ 。则由 xnf 的连续性知，存在 x 的一个 δ-邻域 ( ),S x δ ，使得 ( )( ) 1, intxnf S x Qδ ⊂ 。由 X
为局部紧致的，由 X 的定义可知，存在 x 的一个紧致邻域 xB′，令 ( ),x xB B S x δ′=  ，则 xB 是闭集且 x xB B′⊂ ，

因此由紧致集的闭子集还是紧致集知 xB 是 x 的一个紧致邻域。又 :f X X→ 同胚，则知 f 是一一映射，

所以有 ( ) ( ) ( )x x xn n n
x x xf B f B f S′= 

且 ( ) ( )x xn n
x xf B f S⊂ ，则 ( ) 1intxn

xf B Q⊂ 。再由邻域的定义知，存 

在开集 xC 使得 x xx C B∈ ⊂ ，所以有
1

1x
x Q

C Q
∈

⊃


，于是存在 1 2 1, , , kx x x Q∈ ，使得 1
1 1

i i

k k

x x
i i

Q C B
= =

⊂ ⊂
 

。

定义 

( )2
1 0

xi

i

nk
j

x
i j

Q f B
= =

 
=   

 
 

 

由
ixB 是紧致集且因为 :f X X→ 同胚，所以有 :f X X→ 为连续映射，从而 ( )i

j
xf B 是紧致集，且 

( )
1 0

xi

i

nk
j

x
i j

f B
= =

 
  
 
 

是紧致集，即 2Q 是紧致集。断言， ( )2 2f Q Q⊂ 。证明如下，要证明 ( )2 2f Q Q⊂ ，只需

要证明 ( )1
2

1

xi
i

k
n

x
i

f B Q+

=

⊂


。对 ( )1

1

xi
i

k
n

x
i

x f B+

=

∀ ∈


，存在 0i ，使得 ( )0

0

xi

i

n
xx f B∈ ，从而存在

0ixz B∈ ，使得
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( )0
1xin

f z x
+

= 。 记 ( )0xin
s f z= ， 所 以 有 ( )f s x= ， 且 ( ) ( )0 0

0 1
xi x

i

n n
xs f z f B Q= ∈ ⊂ 。 又 因 为

1
1 1

i i

k k

x x
i i

Q C B
= =

⊂ ⊂
 

，所以存在 1i ，使得
1ixs B∈ ，从而 ( ) ( )1ixf s f B∈ ，于是有 

( ) ( ) ( )1 1 2
0

xi

i i

n
j

x x
j

x f s f B f B Q
=

= ∈ ⊂ ⊂


， 

即有 ( )2 2f Q Q⊂ 。 
引理 3.2：设 :f X X→ 同胚，其中 X 为局部紧致度量空间。假设 K X⊂ 为吸引子，如果能够找到 K

的一个紧致邻域 Q，使得对任意开邻域U K⊃ ，存在正整数 N，对 n N∀ ≥ ，有 ( )nf Q U⊂ ，那么 K 是

渐进稳定的。 
证明：由于 K X⊂ 为吸引子，要证明 K 是渐进稳定的，只需要证明 K 是稳定的即可，如果 K 不是

稳定的，则存在 K 的一个开邻域 U，对 K 的任意开邻域 V，存在 x V∈ 以及 0kn ≥ ，使得 ( )knf x U∉ 。设

Q 是 K 的紧致邻域，则存在 Q 中的一个序列{ }kx ，使得： 
• 存在 kn ，有 ( )kn

kf x U∉ ； 
• lim kx x K= ∈ 。 
则可知，对所有 k，有 kn N< 。因此，存在 m，令 kn m= ，则 m N< 。又因为 K 强不变，所以有

( ) ( )m m
kf x f x K→ ∈ ，于是从 ( ) ( )m m

kf x f x K U→ ∈ ⊂ 可知，U 是 ( )mf x 的一个开邻域，由邻域的充 
分必要条件可知，存在 ( )mf x 的一个 ε-邻域 ( )( ),mB f x ε ，又因为 ( ) ( )lim m m

kk
f x f x

→∞
= ，所以同样取上述 

的 ε ，存在 N，当 n N> 时，有 ( ) ( )( ),m m
kd f x f x ε< ，所以有 ( )mf x U∈ 。因此对所有足够大的 k，有

( )m
kf x U∈ ，这与假设矛盾。因此 K 是稳定的，从而得到 K 是渐进稳定集。 
推论 3.3：设 :f X X→ 同胚，X 为局部紧致的度量空间，假设 K X⊂ 为全局渐进稳定集，则存在一

个紧致邻域Q K⊃ ，使得对每一个开邻域U K⊃ ，存在一个正整数 N，对 n N∀ ≥ 使得 ( )nf Q U⊂ 。 
证明：由K为全局渐进稳定集，则K为全局吸引子，由全局吸引子的定义， 0U K∃ ⊃ ，使得对 0x U∀ ∈ ，

有 ( )xω φ≠ 且 ( )x Kω ⊂ 。对 x K∀ ∈ ，由 X 为局部紧致的度量空间，因此由其定义可知，存在 xR 为 x 的

紧致邻域，所以 xR 为紧集，又 xR 是一个邻域，由邻域的定义，存在开集 xS ，使得 x xx S R∈ ⊂ ，所以有 

x
x K

S K
∈

⊃


，从而存在 1 2, , , tx x x ，使得
1

i

t

x
i

S K
=

⊃


，于是有
1 1

i i

t t

x x
i i

R S K
= =

⊃ ⊃
 

。因为
ixR 是紧致集，所

以
1

i

t

x
i

R
=


也紧致。因此令
1

i

t

x
i

Q R
=

=


。设 U 为 K 的任意开邻域，使得 K U Q⊂ ⊂ ，且由稳定性的定义可知：

存在 K 的开邻域 V，使得 K V U⊂ ⊂ ，对 x V∀ ∈ 以及 n N∈ 有 ( )nf x U∈ 。对 

( ) ( ) ( ), , . . n xx Q n x N s t f x V∀ ∈ ∃ ∈ ∈  

(因为 ( )x Kω ⊂ )。由 ( )n xf 的连续性，因此存在 x 的开邻域 xW ，使得 ( ) ( )n x
xf W V⊂ 。则{ }x x Q

W
∈

为 Q 的 

一个开覆盖，因为 x
x Q

W Q
∈

⊃


，所以存在 1 2, , , lx x x Q∈ ，使得
1

i

l

x
i

W Q
=

⊃


，取 ( ) ( ){ }1max , , lN n x n x=  ， 

则对 x Q∀ ∈ ，由 ( ) ( )n x
xf W V⊂ 可知，当 ( )in x N≤ ，有 ( ) ( )in xf x V∈ ，则 ( ) ( )in xf x 的轨道包含于 U，因此

对所有 n N≥ ，有 ( )nf x U∈ 。对 ( )ny f Q∀ ∈ ，存在 x Q∈ ，使得 ( )nf x y= ，因为 x Q∈ ，则当 n N≥ 时，

有 ( )nf x U∈ ，从而得到 ( )nf Q U⊂ 。 
引理 3.4：集合 X 为局部紧致的度量空间。设 :f X X→ 为同胚映射，且设 K X⊂ 为全局吸引子。

取 x X∀ ∈ ，要么 x K∈  ，要么 ( )xα φ=  (i.e. x 的负轨道远离任何紧致集) 
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证明：设 x X∈ ，假设 ( )xα φ≠ ，取 ( )y xα∈ ，由 K 是全局吸引子，则 ( )yω φ≠ ， ( )y Kω ⊂ 且

( ) ( )y xω α⊂ (因为 ( )xα 强不变，则 ( ) ( )nf y xα∈ 。令 ( ){ }; 0nB f y n= ≥ ，则 ( ) ( )y B xω α⊂ ⊂ ，所以

( ) ( )y xω α⊂ ) 

∴  ( )x Kα φ≠ ，因此 x K∈  。 

命题 3.5：设 :f X X→ 同胚，其中 X 为局部紧致度量空间，假设 K X⊂ 为吸引子且如果存在 K 的

紧致邻域 Q，使得 

1) ( )f Q Q⊂ 。 

2) ( )0
n

n
f Q K

≥
⊂



。 

那么 K 是渐进稳定集。 
证明：因为 ( )f Q Q⊂ ，所以对 0n ≥ ，有 ( )nf Q Q⊂ 。所以紧致集 ( ){ }, 0nf Q n ≥ 形成一个递减序列。

再者，因为 ( )0
n

n
f Q K

≥
⊂



，因此 N∃ ，当 n N≥ 时，有 ( )nf Q K⊂ ，因此令 U 为 K 的任何邻域， N∃ ，

当 n N≥ 时， ( )nf Q U⊂ ，再由引理 3.2 可知 K 是渐进稳定集。 
推论 3.6：设 :f X X→ 同胚，其中 X 为局部紧致度量空间，假设 K X⊂ 为吸引子且如果存在 K 的

紧致邻域 Q，使得 ( )f Q Q⊂ 。 
那么 ( )0

n
n

f Q K
≥

=


是渐进稳定集。 
证明：由 ( )0

n
n

f Q K
≥

=


蕴含 ( )0
n

n
f Q K

≥
⊂



，则由命题 3.5 可知 ( )0
n

n
f Q K

≥
=



是渐进稳定集。 

4. 主要定理证明 

定理 4.1：设 :f X X→ 为同胚映射，其中 X 为局部紧致的度量空间。若对 x X∀ ∈ ， ( )xω φ≠ ，K X⊂

为紧致强不变集，且存在一个紧致邻域 Q，使得 \Q K 包含不完整负轨道，则 K 是渐进稳定集。 
首先证明 K 是稳定的。如果 K 是不稳定的，则存在 K 的一个开邻域 U，使得 K U⊂ 且对任意的开邻

域V K⊃ ，存在 x V∈ 以及 n N∈ ，使得 ( )nf x U∉ 。 
因为 Q 是 K 的一个紧致邻域，则存在 Q 的一个序列{ }k k

x ，使得： 
• 0kn∃ ≥ ， ( )kn

kf x U∉ ； 
• lim kx x K= ∈ 。 
则序列{ }k k

x 包含一个子序列，仍记为{ }k k
x ， ( )1

0. . kn
ks t f x y− → ，其中 0y Q∈ 且 ( )0f y U∉ ，因为 K 强不

变，因此有 0y K∉ 。同样，序列 { }k k
x 包含一个子序列，再一次记为 { }k k

x ， ( )2
1. . kn

ks t f x y− → ，其中

( )1 0f y y= 且 ( )1 \ 1y Q K n∈ ≥ ，以同样的方式进行，可以构造一个无限序列( ny )，使得 ( ) 1n nf y y −= 且

( )\ 1ny Q K n∈ ≥ ，与假设矛盾。 
因此，对 K 中的任意开邻域 U，存在 K 的开邻域 V，并且使得 K V U⊂ ⊂ ，对 x V∀ ∈ 以及 0n ≥ ，

有 ( )nf x U∈ 。 
为了完成证明，接着证明 K 为吸引子。因为有 ( )xω φ≠ ，因此只需证明对 x V∀ ∈ ， ( )x Kω ⊂ 即可，

若不是，即存在 x V∈ ，使得 ( )x Kω ⊄ 。则存在 \x V K∈ 且存在一个开集 W，使得 K W V⊂ ⊂ ，对无穷

多的 n，有 ( )nf x W∉ 。因此存在 kn →∞使得 ( ) 0
knf x y→ ，其中 0y Q W∈ 。因为 ( )0y xω∈ 且 ( )xω 强

不变，所以有 ( )( )0y f xω∈ 则存在一个点 ( )1y xω∈ ，使得 ( )1 0f y y= ，同样 1y Q K∈ 。照这样进行，再

一次得到矛盾。综上得到 K 是渐进稳定集。 
定理 4.2：设集合 X 为局部紧致的度量空间， :f X X→ 同胚。若 X 的每一个有界闭集都是紧致的，

且 K X⊂ 为吸引子，则 K 是渐进稳定的，其中 K 与 K 有相同的吸引域。更多的，K 是渐近稳定的当且

仅当 K K= 。 
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证明：由定义知 ( ) ( ){ }:K x K x Kα φ= ∈Α ≠

 ，可知 K 强不变。现在证明 K 是紧致的。 
由引理3.1可知，存在K的一个紧致邻域Q，使得 ( )f Q Q⊂ 。断言 ( )1 c cf Q Q− ⊂ ，这是因为 ( )f Q Q⊂ ，

( )1Q f Q−⊂ ，因此 ( )1 ccQ f Q− ⊃   ，要证 ( )1 c cf Q Q− ⊂ ，只需证明 ( ) ( )1 1 ccf Q f Q− − ⊂   。 
对 ( )1 cy f Q−∀ ∈ ，则 cx Q∃ ∈ ， ( )1. .s t f x y− = ，又因为 cx Q∈ ，所以 x Q∉ ，则 ( ) ( )1 1f x f Q− −∉ ，因

此 ( ) ( )1 1 c
f x f Q− − ∈   ，因此有 ( )1 c cf Q Q− ⊂ ，从而得证。且则 K Q⊂ (这是因为 cx Q∀ ∈ ，所以有

( )n cf x Q− ∈ 。令 ( ){ }; 0nB f x n−= ≥ ，所以 ( ) ( ) ( )int int
c ccx B Q Q Qα ⊂ ⊂ ⊂ =       ，固有 ( ) ( )int

c
x Qα ⊂    ，

所以 ( )x Kα φ= ，因此有 x K∉  ，则 cx K∈  ，于是 c cQ K⊂  ，则有 K Q⊂ )。因此 K 有界。接着证明 cK

是开集。 
设 cp K∈  ，由引理 3.4，存在 0n ≥ ，使得 ( )n cf p Q− ∈ ，设 V 为 p 的一个邻域，由 nf − 的连续性知有

( )n cf V Q− ⊂ 。因为对 x V∀ ∈ ，有 ( ) ( )n n cf x f V Q− −∈ ⊂ ，令 ( ){ }; 0nB f x n−= ≥ ，则 ( ) cx B Qα ⊂ ⊂ ，所

以 x V∀ ∈ 有 ( ) cx Qα ⊂ 。所以有 cV K⊂  (若不然，则存在 x V∈ 且 cx K∉  ，即有 x K∈  ，因为 K 强不变，

所以对任意 0n ≥ ，有 ( )nf x K Q− ∈ ⊂ ，矛盾。)。于是得证 cK ，则 K 是闭集。再由定理的条件知，K 是
紧致集。由 K 和 K 定义可知，对 x K∀ ∈ ，因为 ( )f K K= ，则 ( ), . .y K s t f y x∃ ∈ = ，因此 ( )1y f x−= ，所

以 ( ) ( )1n nf x f y K− − += ∈ ，令 ( ){ }; 0nB f x n−= ≥ ，则 ( )x B Kα ⊂ ⊂ ，所以有 ( )x Kα φ≠ ，于是有 x K∈  ，

因此， K K⊂  。所以 K 为吸引子。 
下面证明 K 是渐近稳定的。因为已经证明 K 为吸引子，要证明 K 是渐近稳定的，只需要证明 K 是稳

定的即可。假设不是，则存在 K 的一个开邻域 U，使得对 K 的任意开邻域 V， x V∃ ∈ 以及 0xn ≥ ，

( ). . xns t f x U∉ 。 
设 Q 为 K 的一个紧致且正不变邻域，则存在 Q 的一个序列{ }k k

x 使得 
• 存在 0kn ≥ ，使得 ( )kn

kf x U∉ ； 
• lim kx x K= ∈  。 

以上成立是因为，取 1 1,V U V K⊂ ⊃  ， ( )1
1 1 1 1, 0, . . nx V n s t f x U∃ ∈ > ∉ ，令 ( )1 1,r d x K=  为 1V 的半径，在

这里我们由定理条件知道 1V 是紧集； 

取 1
2 ,

2x K

rV B x
∈

 =  
 



， ( )2
2 2 2 2, 0, . . nx V n s t f x U∃ ∈ > ∉ ，令 ( )2 2 ,r d x K=  为 2V 的半径，在这里我们知道 2V

是紧集； 

2
3 ,

2x K

rV B x
∈

 =  
 



， ( )3
3 3 3 3, 0, . . nx V n s t f x U∃ ∈ > ∉ ； 

  
因此存在一个子序列{ }k k

x ， ( )0, . . kn
k kn s t f x U∃ > ∉ 。 

第二条，如果 x K∉  ，首先我们由第一条的分析可知 ( ), 0kd x K → ，因为 x K∉  ，所以有 ( ), 0r d x K= > ， 

又因为 lim kx x= ，由极限的定义可知，取
2
rε = ， N∃ ，当 k N> ， ( ). . ,ks t d x x ε< ，对 y K∀ ∈  ，由三角

不等式， 
( ) ( ) ( ), , ,k kd x y d x x d x y+ >  

( ) ( ) ( ), , ,
2k k
rd x y d x y d x x∴ > − ≥  

( ),
2k
rd x K∴ ≥ 与 ( ), 0kd x K → 矛盾。 

因为 kx Q∈ 且 Q 正不变，有 ( ) \kn
kf x y Q U→ ∈  (如果需要取{ }k k

x 的子序列)。这里显然有 y Q∈ ，
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我们证明 y U∉ ，假设 y U∈ ，则由 y 是 U 的内点，则存在一个 ε-邻域，同样取这 ε， N∃ ，当 kn N> 时，

( )( ),kn
kd f x y ε< ，即 ( ) ( ),kn

kf x B y Uε⊂ ⊂ ，与 ( )kn
kf x U∉ 矛盾。 

由引理 3.4，存在 0j > 且存在 y 的一个邻域 V，使得 ( )j cf y Q− ∈ 且由 jf − 连续性有 ( )j cf V Q− ⊂ 。 
断言序列 kn →∞。假设 ( )kn 有界，取子序列{ }ik i

x ， . .
iks t x x→ 且对一些常数 n 有 ( )n

kf x y→ ，因

此 ( )ny f x= ，这与 K 强不变矛盾。因为 y V∈ ，取 0ε > ，使得 ( ),B y Vε ⊂ ，存在 N，使得当 kn N> 时，

( )( ),kn
kd f x y ε< ，蕴含 ( )kn

kf x V∈ ，所以设 0k N∈ ， 0k k∀ > ，存在 N，当 kn N> 时有 ( )kn
kf x V∈ 。

则 ( )k jn c
kf x Q− ∈ ，且因为序列 ( )kn 无界，存在一些 k，使得 0k jn − > 与 Q 正不变矛盾，因此 K 是渐近稳

定的。 
显然当 K K= ，则 K 是渐近稳定的。下证反向。 
假设 K K≠ ，则由 K K⊂  ，存在 \x K K∈  ，则 ( )x Kα φ≠ ，所以对 ε∀ ，设 

( ){ }, ,B y X d y Kε ε= ∈ < ， ( ) ( ), ,y x K B y Bεα ε∃ ∈ ∴ ⊂ ， 

又因为 ( )y xα∈ ， ( ), . . kn
kn s t f x y−∴∃ →∞ → ，所以， N∃ ，当 kn N> 时， ( )( ),knd f x y ε− < ，即

( ){ }; ,B y X d y Kε ε= ∈ < 包含一些 x 的原像，这与 K 的稳定性矛盾。证完。 
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