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Abstract 
A stochastic financial system is constructed and its dynamic properties are analyzed. Based on the 
stochastic sensitivity function technique, a stochastic sensitivity matrix is synthesized. In view of 
the stochastic attractor generated by the stochastic system deviating from the determinate at-
tractor, a feedback-regulated equilibrium point of the partially stable stochastic system is de-
signed, and a new regulation is made around the equilibrium point. It can reduce the sensitivity of 
stochastic systems and suppress random oscillations. 
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摘  要 

构造一个随机金融系统，对其动力学性质进行分析，基于随机灵敏度函数技术合成一个随机灵敏度矩阵，

针对随机系统产生的偏离确定吸引子的随机吸引子，设计一个反馈调节部分稳定随机系统的平衡点，围

绕平衡点，新的调节器可以降低随机系统的灵敏度并且抑制随机振荡。 
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1. 引言 

金融系统是一个多要素且极复杂的非线性系统。由于参数的改变可能使系统出现混沌状态，使得很

多金融问题变得更加复杂，如金融市场出现停滞、失控甚至引发金融危机等现象。非线性经济动力学理

论分析有助于预测和解决经济市场中存在的一些非线性问题，对于非线性经济学领域的研究具有重要的

理论和实践意义。众所周知，不受控制的随机扰动是任何实际系统的必然属性，特别是在经济学中，即

使是非线性系统中的弱噪声也能显著地改变其动态特性。因此，分析随机扰动的影响是现代经济动力学

理论中的一个具有挑战性的问题。加入随机干扰可能会引发各种现象，例如规则与混沌的相互转换、随

机分岔、随机共振以及噪声诱导转换[1]。对于吸引子附近的概率分布，KFP 方程给出了最详细的概率描

述。然而，即使是对于最简单的情况，直接使用这个方程也是非常困难的。我们采用拟势函数的小噪声

分布密度，根据其渐进分析[2]。利用随机灵敏度函数(SSF)方法，构造连续和离散时间系统的随机吸引子

的概率描述。 
一维的带有切线和危机分岔离散时间系统中应用 SSF 技术，通过置信区间给出了随机平衡中随机状

态的偏差的构造性描述。置信区间大小由噪声强度、随机灵敏度值和基准概率定义。对引发间歇性的参

数进行分析，得到相应噪声强度阈值[3] [4]。 
对二维的卡尔多商业离散系统和 Brusselater 系统的研究广泛地应用了 SSF 技术，充分研究了其系统

状态的相互转化[5] [6] [7]。 
在三维情形，当随机 Lorenz 系统和 Rossler 系统出现倍周期分岔时，利用 SSF 技术有效分析了其附

近的混沌现象[8] [9] [10]。然而在金融模型中还未应用过这个方法对吸引子进行概率描述，本文中将 SSF
技术应用到改进的三维金融模型中，利用可达性条件设计控制器来控制随机吸引子到平衡点。 

2. 一类确定性金融系统的参数分析 

2.1. 一类金融系统的改进 

本文研究如下金融系统[11]： 

( )
21

x z y a x
y by x
z x cz

= + −
 = − −
 = − −







                                      (1) 

其中 x 代表利率， y 代表投资需求， z 代表价格指数，a 表示储蓄量，b 表示单位投资成本，c 表示商品

需求弹性。经过研究以及数值模拟发现，当 0.9, 0.2, 1.2a b c= = = 时，金融系统出现混沌吸引子，能够反

映经济的一些变化规律，在系统(1)的基础上，发现影响利率变化的因素除了投资需求、价格指数外，还

与平均利润率有关，且平均利润率与利率成正比例关系。考虑到利率 x 变化与物价价格有可能会出现弹
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性正比关系，并发现调整弹性系数，也能使金融系统出现的混沌状态消失，达到稳定状态，或周期状态。

对系统(1)中第一个方程做了改进，即在利率 x 原始变化中，于价格指数 z 前引入权值参数 r ，构造如下

改进的金融混沌系统： 

( )
21

x rz y a x kx
y by x
z x cz

= + − +
 = − −
 = − −







                                  (2) 

2.2. 确定性系统局部稳定性与分岔 

令系统 (2)左端为零，经过计算可以得到：当 r c b ac kc≥ − + 时，系统 (2)有唯一平衡点；当

r c b ac kc< − + 时，系统(2)有三个平衡点，分别为 

( )1
1 0, ,0bE =  

( )1
2 1 , , 1br brr

c c c cE ab kb a k ab kb= − − + + − − − − +  

( )1
3 1 , , 1br brr

c c c cE ab kb a k ab kb= − − − + + − − − +  

2.2.1. 平衡点 E1的 pitchfork 分岔与 Hopf 分岔 
将平衡点 ( )1

1 0, ,0bE = 代入 Jacobi 矩阵可以得到特征方程 

( ) ( ) ( )( )1
1 0bF b a k c rλ λ λ λ = + − + − + − =   

根据 Routh-Hurwitz 定理，结合用中心流行定理与分岔的判定定理，可以得到如下结论。 
定理 1：当 c

br ac kc= − + 且 1
bc a k> − + 时，金融系统在平衡点 1E 处经历 pitchfork 分岔。即当

c
br ac kc≥ − + 且 1

bc a k> − + 时，系统(2)有唯一平衡点 1E ，且此时平衡点 1E 为局部渐进稳定的；当

c
br ac kc< − + 且 1

bc a k> − + 时，系统(2)增加两个稳定平衡点 2E 和 3E ，即系统(2)有三个平衡点，此时平

衡点 1E 由稳定变为不稳定。 
定理 2：当 1

bc a k= − + 且 c
br ac kc> − + 时，系统(2)在平衡点 1E 处经历 Hopf 分岔。 

为了验证定理 1 和定理 2 的理论结果，现取参数 a = 9.6，b = 0.1，k = 0.5，计算可得 1 0.9b a k− + = ;
当 10

9 0.9c = > ， 1c
b ac kc− + = ，所以，当 1.120 1r = > 时满足定理 1 中 c

br ac kc≥ − + 且 1
bc a k> − + 的条件，

平衡点 ( ) ( )10, ,0 0,10,0b = 是局部稳定， 0.978 1r = < 时，系统有两个稳定的平衡点；如果 a ，b ，k 不变，

取 10.9 , 1.120 0.81bc a k r= = − + = > 时，金融系统(2)在平衡点 ( ) ( )10, ,0 0,10,0b = 经历 Hopf 分岔，出现周期

轨。 

2.2.2. 平衡点 E2和 E3的 Hopf 分岔 
将平衡点 2E 和 3E 代入 Jacobi 矩阵，可得特征方程 

( ) 3 2
2,3 0F p q sλ λ λ λ= + + + =  

其中， r
cp b c= + − 。 

32 2 2br
cq kb bc ab= + + − −  

2 2 2 2s kbc c br abc= + − −  

由 Routh-Hurwitz 定理和 Hopf 分岔定理可知： 
定理 3：当

22 4
2, , B B Cc

br c bc r kc ac r − − −< + < + − <  (或 2 4
2

B B Cr − + −> )时， 2E 和 3E 局部渐进稳定。当
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222 42 2 2
3 2, , B B Ckbc bc c abc

br c bc r r − ± −+ + −< + < = ，金融系统(2)在 2E 和 3E 处同时经历 Hopf 分岔。其中 
22 3 2 2
3

abc b c c kbc
bB − − −=  

2 2 3 4 2 2 2 22 2 2
3

bc b c bc ab c kb c
bC + + − +=  

固参 10
99.6, 0.1, 0.5, , 0.9132a b k c r= = = = = ，取初值 ( )0.01,10.01, 0.01−  ( )0.01,10.01,0.01− ，确定性系

统吸引子的轨迹如图 1 所示。 
 

 
0.978r =                                       0.9132r =  

 
0.8r =                                        2r =  

Figure 1. Deterministic system attractor 
图 1. 确定系系统吸引子 

 
由图 1 可以看到，当 0.978r = 时，系统出现两个稳定的平衡点，当 0.9132r = 时，系统在平衡点 2E 和

3E 处同时发生 Hopf 分岔形成了两个周期轨，当 0.8r = 时，系统出现混沌吸引子，当 2r = 时，系统只有
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一个稳定的平衡点。 

3. 随机平衡点的灵敏度 

在系统(2)中加入标准的维纳过程可以得到以下随机系统 

( ) 1
2

2

3

1
x rz y a x kx w
y by x w
z x cz w

ε
ε

ε

= + − + +
 = − − +
 = − − +

 

 



                                (3) 

在系统(3)中， ε 为噪声强度， ( )1, 2,3iw i = 为标准的维纳过程。 
由图 2 和图 1 对比可以看出随机系统的轨迹离开确定吸引子，但是在其周围形成随机吸引子，一般

随机可能会引起系统状态的转换。比如当时，可以看出系统有从周期态向混沌态过渡的趋势。 
 

 
0.978r =                                   0.9132r =  

 
0.8r =                                        2r =  

Figure 2. Attractor of stochastic financial system ( 0.0001ε = ) 
图 2. 随机金融系统的随机吸引子( 0.0001ε = ) 
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将系统(3)表为如下形式： 

( )x f x dt wεσ= +                                      (4) 

x 是一个 3 维向量， ( )w t 是一个 3 维维纳过程， ε 是强度参数。 
在本文中我们取 

1 0 0
0 1 0
0 0 1

σ
 
 =  
  

 

当 0ε = ，假设系统(4)有指数稳定的平衡点，这样随机系统(4)的随机轨迹就会离开平衡位置并在其

周围形成带有平稳概率分布 ( ),t xρ ε 的随机吸引子(如图 2)， ( ),t xρ ε 是 Fokker-Planck 方程的解，但是即

使在二维的情况下，这个方程也很难获得解析解。对于小噪声，我们可以得到 ( ),t xρ ε 的近似 ( )* ,t xρ ε ，

基于拟势函数[12]。 

( ) ( )2

0
lim log ,v x x
ε

ε ρ ε
→

= −  

函数 ( ),t xρ ε 在平衡点附近有指数的高斯近似 ( )* ,t xρ ε 。 

( ) ( ) ( ) ( )1

2, , exp
2

T

t t

x x W x x
x x Nρ ε ρ ε

ε

−
∗

 − −
 ≈ = ∗ −
 
 

 

其中拟势函数 ( ) ( ) ( )11
2

Tv x x x W x x−= − − ，矩阵 ( )W t 是随机系统的随机灵敏度矩阵。矩阵W 是正定对称

矩阵，且是下面矩阵方程的解[13] 

0TAW WA S+ + =                                    (5) 

在(5)中， ( ) ,f T
xA x S σσ∂
∂= = ，对于指数稳定平衡点 x ，矩阵 A 的所有特征值 iλ 满足 Re 0iλ < ，上述

矩阵方程有唯一解。由高斯近似可以得到：W 的迹越小， ( )* ,t xρ ε 越小，则 ( ),t xρ ε 越小，所以随机轨

迹越趋近于平衡位置。反之W 的迹越大，则随机轨迹越远离平衡位置。由矩阵方程(5)可以解出随机灵敏

度矩阵，当 0.978r = 时，矩阵为 

445.4985 165.9164 393.8766
165.9164 153.3293 166.0713
393.8766 166.0713 354.9389

W
− − 

 = − 
 − 

 

定义 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11 22 33d r trW r w r w r w r= = + + ，我们将 ( )d r 作为衡量随机灵感度的指标， 

( )0.978 953.7667d = ，显然这个值非常大，这也是随机轨迹紊乱的原因(如图 2)，为了平衡随机系统中的

紊乱轨迹并抑制其混沌状态，下一节我们设计一类控制器来控制随机金融系统，并计算出控制器的随机

灵敏度矩阵。 

4. 随机系统的稳定控制 

考虑随机受控金融系统 

( ),x f x u wεσ= +                                    (6) 

我们采用常规反馈控制器 ( )1u K x x= − ， ( )1 2 3, ,K k k k=  

即 ( ) ( ) ( )1 1 2 1 3 1u k x x k y y k z z= − + − + − 。 

由于在随机系统中无法直接描述概率分布，我们引入第一近似系统[10]，系统(4)的第一近似系统为 
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dz Az wεσ= +   

其中 ( )z t x x= − 。 
所以对应于系统(6)的第一近似系统为 

( )dz A BK zdt wεσ= + +   

其中 f
uB ∂
∂= 。 

因为系统(4)的随机灵敏度矩阵由矩阵方程(5)解出，要解系统(6)的随机灵敏度矩阵W ，由方程(5)可
以推出 

( ) ( ) 0TA BK W W A BK S+ + + + =                             (7) 

M 是随机灵敏度矩阵的集合，其中元素满足对称和正定性。 

( ){ } ( )Re 1 ,i iK A BK Aλ λΦ = + < 是矩阵 A 的特征值。 
定义 1：充分随机可控：如果 , , KW M K W W∀ ∈ ∃ ∈Φ ≡ ，那么系统(6)是充分随机可控的。 
定义 2：可达：如果对于一些 K ∈Φ满足 KW W= 成立，对于系统(6)来说，元素W M∈ 可达。 
对于本文所研究的系统， 1 3rankB = < ，那么系统(6)就不是充分随机可控的，这样就需要描绘可达

性条件，我们用投影矩阵 1 2 1,P BB P I P+= = − ， B+是 B 的伪逆矩阵。因为 3rankB < ，那么 2 0P ≠ ，所以

考虑矩阵函数 ( ) TH W S AW WA= + + ，有以下方程成立 

( )2 2( 0P H W P =                                      (8) 

矩阵 K 由以下得出 

( ) 1
1

1,
2

K K C K B H W P I W+ − = + = − 
 

                            (9) 

C 是满足 0T TBCW WC B+ = 任意的1 3× 矩阵。 
引理 1 当 1rankB = ，矩阵W M∈ 是可达的当且仅当条件(8)成立且满足 A BK+ ∈Φ  [9]。 

5. 随机受控金融系统的数值模拟 

( ) 1
2

2

3

1
x rz y a x kx u w
y by x w
z x cz w

ε
ε

ε

= + − + + +
 = − − +
 = − − +

 

 



                             (10) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
0,i i i iE w t w s E w t w s t s− = − = − ， u 是控制部分。由图 3 可以看出在 [ ]0.5,0.55 和

[ ]0.9,0.99 之间，平衡点 2E 的随机灵敏度非常大。 
接下来考虑带有控制的系统(10)，控制的目的是稳定平衡点 2E ，使得在区间 [ ]0.5,2 内，所有的随机

状态都集中在平衡点小邻域内。我们的方法是为 2E 合成随机灵敏度矩阵W 。 
反馈控制器的系数 1 2 3, ,k k k 取决于满足(9)的随机灵敏度矩阵W ，对于系统(10) 
我们有 

1
2 0 , 0 ,
1 0 0

y a k x r
A x b B

c

− +   
   = − − =   
   − −   

 

[ ]1 2 3

1 0 0
, 0 1 0 ,

0 0 1
K k k k S

 
 = =  
  
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Figure 3. Stochastic sensitivity of equilibrium point 2E  of uncontrolled financial system 
图 3. 非受控金融系统的平衡点 2E 的随机灵敏度 

 

1 2

1 0 0 0 0 0
0 0 0 , 0 1 0 ,
0 0 0 0 0 1

P P
   
   = =   
      

 

11 12 13

12 22 23

13 23 33

.
w w w

W w w w
w w w

 
 =  
  

 

由可达性条件可以得到 

( )

12 22

13 33

13 12 23

4 2 1 0
2 2 1 0
2 0

xw bw
w cw
xw w b c w

− − + =
− − + =
− − − + =

 

这里，五个元素有三个方程，由于参数可以自由选择，所以我们可以固定 13 230.2, 0w w= = ，所以就

有显示公式 
2

12 22 33
1 1.6 30.4 , ,

2 10
xw x w w

b c
+

= − = =  

再由 W 的正定性，有
2

11 112

0.32 0.00006, 0.1482
1 1.6

bxw w
x

> ≈ >
+

，所以我们选取 11 1w = 所以我们想要得到

的随机灵敏度矩阵就可以表示为 

2

1 0.4 0.2

1 1.60.4 0
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xW x
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可以发现受控系统的随机灵敏度矩阵远远小于非受控系统的随机灵敏度矩阵，由图 4 可以看出受控

系统的 ( )d r 在整个 [ ]0.5,0.99 上保持在 6.5 左右。 
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Figure 4. Stochastic sensitivity of equilibrium point 2E  of controlled financial system 
图 4. 受控金融系统的平衡点 2E 的随机灵敏度 

 
接下来验证受控系统的随机灵敏度可以抑制随机振荡，由引理和(10)可以得到控制器的系数 1 2 3, ,k k k  
当 0.9132r = 时， [ ]2.3746,2.2492,4.7637K = − ， 

当 0.978r = 时， [ ]2.5057,1.1175,4.7528K = − ， 

当 0.8r = 时， [ ]2.1411,3.4952,4.7794K = − 。 

将每个 K 带入到相对应 r 值的系统中，系统稳定在 2E ，由图 5 可以看到，加入控制器后随机轨迹的

x 坐标稳定在一个常数。 
 

 
0.8r =                        0.9132r =                       0.978r =  

Figure 5. Stability of random oscillation in x-coordinate of random trajectory 
图 5. 随机轨迹 x 坐标的随机振荡的稳定 

6. 结论 

1) 不加控制项的随机系统的随机轨迹会发散在平衡位置周围，加入控制项后，可以将随机轨迹稳定

在平衡位置的小邻域内。 
2) 加入控制项后可以实现随机振荡的稳定，并且其稳定性的实现是由于受控系统平衡位置的随机灵

敏度的降低。 
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