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Abstract 
This paper investigates a delay random walk. Using the renewal equation and the results of ran-
dom walk with zero delay, when the distribution of the increment of the random walk has a heavy 
tail, the paper obtains the local asymptotics of the overshoot of the delay random walk. 
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摘  要 

本文讨论带有延迟的随机游动，利用建立的更新方程，借助零延迟的结果，在随机游动增量的分布具有

重尾情形下，得到了延迟随机游动超出的局部渐近性质。 
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1. 引言 

设 }{ , 2iX i ≥ 为独立同分布 ( ). .i i d 的随机变量具有共同的分布 K 及有限的负均值 k mµ = − 。随机变量

1X 与 }{ , 2iX i ≥ 独立且具有分布 1K 。由 }{ , 1iX i ≥ 定义了随机游动 }{ , 0nS n ≥ ，其中，设 0 0S = ，
1

n

n i
i

S X
=

= ∑ ，

1n ≥ ，称{ }, 0nS n ≥ 为由{ }, 1iX i ≥ 产生的随机游动。当 1X 与 }{ , 2iX i ≥ 具有不同分布时，称此随机游动

为延迟的随机游动，否则称为零延迟的随机游动。记 

( ) }{inf 1: nx n S xη = ≥ > ， 0x ≥ ， 

为随机游动 }{ , 0nS n ≥ 首次上穿水平 x 的时刻，其中约定 inf φ = ∞。称 ( )xS xη − 为随机游动 }{ , 0nS n ≥ 在水

平 x 处的超出。 
记 ( )0Z η+ = ， ZS

+
为首次上穿梯高。周知，当 0 m< < ∞时， Z+ 和 ZS

+
为亏损随机变量，即 

( ) ( ) ( )0,1ZP S P Z q
+ +< ∞ = < ∞ = ∈ 。 

设 K+ 为 ZS
+
的分布，记 

( ) ( ) ( )
, 0P Z

K x
K x P S x Z x

q+ +

+
+= ≤ < ∞ = ≥ 。 

从而， 

( ) ( ) ( )( ) ( )1 11 , 0P

K x
K x q q K x q K x x

q+

+ − −
+ += − = − = ≥ ， 

其中 ( ) ( ) , 0K x q K x x+ += − ≥ 。 
随机游动的超出是随机游动中的重要对象，在风险理论、排队论、分支过程等领域中有广泛的应用。 
对于零延迟的随机游动，有较多的文献研究了随机游动超出的性质，如 Janson [1]，Borovkov 和 Foss 

[2]，Klüppelberg 等[3]，Tang [4]，Chen 等[5]，Cui 等[6]，等。本文将讨论延迟随机游动超出的局部渐近

性质。在给出主要结果之前，先给出一些记号和概念。本文无特殊说明，所有极限关系为 x →∞。设 ( )a x
和 ( )b x 为两个非负函数，若 ( ) ( )lim 1a x b x = ，则记 ( ) ( )~a x b x ；若 ( ) ( )limsup a x b x < ∞ ，则记

( ) ( ) ( )1a x O b x= ；若 ( ) ( )lim 0a x b x = ，则记 ( ) ( ) ( )1a x o b x= 。对于一分布函数 V ，记其尾为

( )V V V= ∞ − ，对任 0 T< ≤ ∞ ，记 ( ]0,T T∆ = 及 ( ],Tx x x T+ ∆ = + ；若 T = ∞ ，则记 ( )0,∞∆ = ∞ 及

( ),x x∞+ ∆ = ∞ 。 
下面给出一些常用的分布族。设V 是支撑在 ( )0,∞ 上的分布，称V 属于长尾分布族，记作V L∈ ，

若对任 ( ),y∈ −∞ ∞ ，有 

( ) ( )~V x y V x+ 。 

长尾分布族的一个子族为次指数分布族，记作 S 。设V 是支撑在 ( )0,∞ 上的分布，称V S∈ ，若 

( ) ( )*2 ~ 2V x V x 。 
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此处， *2V 为V 的二重卷积。一个常用的次指数分布族的子族为 *S 族，它是由 Klüppelberg [7]提出的。

设V 是支撑在 ( )0,∞ 上的分布，称 *V S∈ ，若 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

d ~ 2 d
x x
V x y V y y V x V y y−∫ ∫ 。 

设V 是支撑在 ( ),−∞ ∞ 上的分布，称V 属于某一分布族，若 ( ) }{ 0xV x >Ι 属于某一分布族，其中 AΙ 为 A
的示性函数。 

上述分布族具有如下关系 
*S S L⊂ ⊂ 。 

可见 Cline 和 Samorodnitsky [8]，Klüppelberg [9]，Embrechts 等[10]，等。 
下面结果为本文的主要结果。 
定理 1.1：设 1K L∈ ， *K S∈ 且 ( ) ( ) ( )1 1K x O K x= ，则对任 0 T< < ∞， 

( ) )( ( )( ( ) ) ( )1 1
0

~ 1 d
T

TxP S x q K y y T m K xη
− −

+∈ + ∆ − +∫                  (1.1) 

2. 主要结果的证明 

下面的引理给出了长尾分布族的一个等价条件，可见 Gao 和 Wang [11] Proposition A.1。在给出他们

的结果之前，先给出一个符号，对于一个支撑在 ( ),−∞ ∞ 上的分布V ，定义 

[ ) [ ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) }{ 1: 0, 0, : , 0 ~ .VH h h x x h x V x y V x y h x−= ∞ → ∞ ↑ ∞ → − ≤且 对 一致  

引理 2.1：设V 是一个支撑在 ( ),−∞ ∞ 上的分布，则 

VV L H φ∈ ⇔ ≠ 。 

对于上述随机游动 }{ , 0nS n ≥ ，当 }{ , 0nS n ≥ 为零延迟时，Cui 等[6]的(2.5)式给出了如下随机游动超出

的局部渐近性质。 
引理 2.2：设 }{ , 1iX i ≥ 为 . .i i d 随机变量，具有支撑在 ( ),−∞ ∞ 上的分布 K 。若 *K S∈ 则对任 0 T< < ∞， 

( ) )( ( )( ( ) ) ( )1 1
0

~ 1 d
T

TxP S x q K y y T m K xη
− −

+∈ + ∆ − +∫ 。 

下面证明主要结果。 
定理 1.1 的证明： 
记 1n nS S X′ = − ， 1n ≥ ， 

( ) }{inf 1: nx n S xη′ ′= ≥ > ， 0x ≥ 。 

从而，由强马氏性知，对任 0x > 及 0 T< < ∞， 

( ) )(
( ) )( ( ) )(

)( ( ) )(
)( ( ) )(
)( ( ) ) ( )(

1

1 1

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

, ,

,

,

d .

Tx

T Tx x

T x

T x X

x
T Tx y

P S x

P S x X x P S x X x

K x P x X S X x T X X x

K x P x X S x T X X x

K x P S x y K y

η

η η

η

η

η

′ −

′ −−∞

∈ + ∆

= ∈ + ∆ > + ∈ + ∆ ≤

= + ∆ + − < − ≤ + − ≤

′= + ∆ + − < ≤ + − ≤

′= + ∆ + ∈ − + ∆∫
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由于 *K S L∈ ⊂ ， 1K L∈ 及引理 2.1 知，存在函数
1K Kh H H∈ ∩ 。从而对充分大的 x ，有 

( ) )(
)( ( )

( )
( )

( ) )( ( ) ) ( )(
)( ( )

1 1

3

1
1

d

:

Tx

h x x h x x
T Tx h x x yh x

T i
i

P S x

K x P S x y K y

K x J x

η

η

−

′− −−∞

=

∈ + ∆

′= + ∆ + + + ∫ ∈ − + ∆

= + ∆ +

∫ ∫

∑

             (2.1) 

由于 1K L∈ 且 ( ) ( ) ( )1 1K x O K x= ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1TK x o K x o K x+ ∆ = =                          (2.2) 

由于 }{ , 1nS n′ ≥ 为零延迟的随机游动且 *K S∈ ，从而由引理 2.2 知 

( ) )( ( )1~TxP S x C K xη′′ ∈ + ∆                              (2.3) 

其中， ( ) ( ) )( 1 1
1 0

1 d
T

C q K y y T m− −
+= − +∫ 。从而由(2.3)及 K L∈ 知 

( ) ( ) ( )
( )

1 1 1

1

( ) ~ d

~ .

h x
J x C K x y K y

C K x
−∞

−∫                            (2.4) 

对于 ( )2J x ，由于 ( ) ( ) ( )1 1K x O K x= ，从而由(2.3)，引理 2.1，分部积分及 *K S S∈ ⊂ 知， 

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( )( ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ))

( )( ( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ))

( ) ( )

2 1 1

1 1 1

1

~ d

d

1 d

1

x h x

h x

x h x

h x

x h x

h x

J x C K x y K y

C K x h x K h x K x y K y

O K x h x K h x K x y K y

o K x

−

−

−

−

≤ − + −

= − + −

=

∫

∫

∫
              (2.5) 

对于 ( )3J x ，由 1K L∈ 及 ( ) ( ) ( )1 1K x O K x= 知，对充分大的 x ， 

( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

3 1 1

11 1

J x K x h x K x

o K x o K x

≤ − −

= =
                          (2.6) 

从而由(2.1)，(2.2)，(2.4)~(2.6)知，(1.1)成立。 
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