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Abstract

Based on the classical Lorenz system, this paper obtains a class of 3D memristive
chaotic circuit system through feedback control, and analyzes the local dynamics of
this system. Firstly, the local stability at the origin of this system is investigated
through analyzing linearized system. Secondly, based on the center manifold theorem
and Hopf bifurcation theory, the co-dimension one Pitchfork bifurcation and Hopf
bifurcation at the origin of this system are investigated, and the results are verified
by numerical simulation.
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摘 要

基于经典的 Lorenz 系统，本文通过反馈控制的方式得到了一类具有忆阻器的三维混沌电路系统，
并对该系统的局部动力学行为进行了分析。首先，通过分析线性化系统，得到了原点平衡点的局

部稳定性性质；其次，基于中心流形及 Hopf 分岔理论，对原点平衡点处的余维一 Pitchfork 分
岔及 Hopf 分岔进行了分析，并通过数值仿真进行了验证。
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1. 介绍

1963 年，Edward Lorenz 在实验中偶然发现混沌吸引子，即 Lorenz 系统 [1]。自此以来，人
们对于混沌系统的认识和研究取得了极大的进步。现在人们不仅关注发现新的混沌系统，更关注

系统自身混沌和分岔特性的研究 [2–5]。

混沌系统，曾经被著名的物理学家 Ford 誉为“20 世纪物理的第三次革命”，混沌是非线性科
学的一个重要分支，混沌理论的研究及其在信息安全领域中的应用是当前科学界和工程领域的一

个前沿课题，但是，直到目前对于混沌本质的认识及理论研究还远远不够 [6]。

忆阻器是一类具有记忆特性的非线性电子忆阻器混沌电路的硬件实现元器件，其描述了磁通

量与电荷之间的关系 [7]。忆阻器的非线性特性以及记忆特性，使得其在混沌保密通讯、图像加密、
非易失性阻抗存储器等领域均有研究意义 [7]。其输入输出的非线性关系，使得忆阻器在混沌电路
方面得到广泛应用。经典的 Lorenz 系统如下
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

dx

dt
= a(y − x),

dy

dt
= cx− y − xz,

dz

dt
= −bz + xy.

(1.1)

对系统 (1.1) 作变量变换，令 y = Y /a+ x，整理后再将字母 Y 换成字母 y，得

dx

dt
= y,

dy

dt
= (c− 1)ax− (1 + a)y − axz,

dz

dt
= −bz +

xy

a
+ x2.

(1.2)

在系统 (1.2) 的第二个方程中加入一个忆阻器，可得

dx

dt
= y,

dy

dt
= dx− (1 + a+ ρr)y − axz − 3ρkx2y,

dz

dt
= −bz +

xy

a
+ x2.

(1.3)

其中 d = (c− 1)a，a�b�d�ρ�r�k 均为实数且满足 a ̸= 0, ρ > 0。本文将对系统 (1.3) 的原点平衡点局
部稳定性、Pitchfork 分支及 Hopf 分支进行讨论。

2. 局部稳定性分析

在这一节，我们将会对系统 (1.3) 在原点平衡点处的局部稳定性进行分析。首先，通过计算可
以得到系统 (1.3) 的平衡点为

E0(0, 0, 0),

E1,2(±
√

bd

a
, 0,

d

a
).

系统 (1.3) 在 E0 处的 Jacobi 矩阵为

A =


0 1 0

d −a− ρr − 1 0

0 0 −b

 ,

对应的特征多项式为

P (λ) = λ3 + λ2(a+ b+ ρr + 1) + λ(ab+ bρr + b− d)− bd, (2.1)
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计算得出 Jacobi 矩阵 A 的特征值为

λ1 = −b, λ2,3 =
1

2

(
−1− a− ρr ±

√
(a+ ρr + 1)2 + 4d

)
. (2.2)

通过对 (2.2) 式中特征值的实部及虚部进行分析，我们可以得到如下定理：

定理 1: 系统 (1.3) 在平衡点 E0 处的稳定性有以下 6 种情况：

1)当 b < 0, d < 0,−1−ρr < a < −1−ρr+2
√
−d或 b > 0, d < 0,−1−ρr−2

√
−d < a < −1−ρr

时，平衡点 E0 是不稳定鞍焦点；

2) 当 b > 0, d < 0, a < −1− ρr − 2
√
−d 或 b < 0, d < 0, a > −1− ρr − 2

√
−d 或 d > 0 时，平

衡点 E0 是不稳定鞍结点；

3) 当 b > 0, d < 0,−1 − ρr < a < −1 − ρr + 2
√
−d 时，平衡点 E0 是结焦点，且局部渐近稳

定；

4) 当 b < 0, d < 0,−1− ρr − 2
√
−d < a < −1− ρr 时，平衡点 E0 是不稳定结焦点；

5) 当 b < 0, d < 0, a < −1− ρr − 2
√
−d 时，平衡点 E0 是不稳定结点；

6) 当 b > 0, d < 0, a > −1− ρr − 2
√
−d 时，平衡点 E0 是结点，且局部渐近稳定。

3. Pitchfork 分岔

在本节中，我们将利用含参中心流形定理，对系统 (1.3) 在 E0 处的 Pitchfork 分支进行研究。
在系统 (1.3) 中令 d = 0 + d̄，得到下面的系统



dx

dt
= y,

dy

dt
= −(1 + a+ ρr)y − axz − 3ρkx2y + d̄x,

dz

dt
= −bz +

xy

a
+ x2.

(3.1)

其中“d̄x”在含参中心流形中为非线性项。从而可以得到系统 (3.1) 在 E0 处的 Jacobian 矩阵为

A1 =


0 1 0

0 −1− a− ρr 0

0 0 −b

 , (3.2)

其特征值为

λ1 = 0, λ2 = −1− a− ρr, λ3 = −b,

对应的特征向量为
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ξ1 =


1

0

0

 , ξ2 =


−1

1 + a+ ρr

0

 , ξ3 =


0

0

1

 .

经过如下的坐标变换

(x, y, z)T = (ξ1, ξ2, ξ3)(u, v, w)
T ,

系统 (3.1) 变换为


u̇

v̇

ẇ

 =


0 0 0

0 −1− a− ρr 0

0 0 −b




u

v

w

+


R1

R2

R3

 ,

其中

R1 = −(u− v)
(
−d̄+ 3kρv(u− v)(a+ ρr + 1) + aw

)
(a+ ρr + 1)−1,

R2 = −(d̄(v − u) + v(a+ ρr + 1)
(
a+ ρ

(
3k(u− v)2 + r

)
+ 1

)
+ aw(u− v))(a+ ρr + 1)−1,

R3 = (u− v)(au+ ρrv + v)a−1 − bw.

运用含参中心流形定理，将三维流形限制在特征值为零所对应的中心流形上，平衡点 E0 的在

d̄ = 0 附近的稳定性由最低阶项的系数的符号决定。通过计算，可以得到含参中心流形为
u̇ = U(u, d̄)

= − au3

b(a+ ρr + 1)
− d̄2u

(a+ ρr + 1)3
+

d̄u

a+ ρr + 1
+O(||(u, d̄||4),

˙̄d = 0.

此外，因为

U(0, 0) = 0,
∂U

∂u

∣∣∣∣
u=0,d̄=0

= 0,

所以我们需要验证横截条件

∂U

∂d̄

∣∣∣∣
u=0,d̄=0

= 0,

∂2U

∂u2

∣∣∣∣
u=0,d̄=0

= 0,

∂2U

∂u∂d̄

∣∣∣∣
u=0,d̄=0

=
1

a+ ρr + 1
̸= 0,

∂3U

∂u3

∣∣∣∣
u=0,d̄=0

= − 6a

b(a+ ρr + 1)
̸= 0.

因此，横截条件成立。综上分析，可以得到如下定理成立：
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定理 2：当参数 d 经过临界值 d0 = 0 时，系统 (1.3) 在 E0 处会发生 Pitchfork 分支，且有以
下 4 种情况：

1) 当 b > 0, 1 + a+ ρr < 0, a < 0 或 1 + a+ ρr > 0, a < 0 时，平衡点 E0 是鞍点，且有一维

不稳定流形和二维稳定流形；

2) 当 b > 0, 1 + a+ ρr > 0, a > 0 时，平衡点 E0 是结点，且有三维稳定流形；

3) 当 b < 0, 1 + a+ ρr > 0, a > 0 或 1 + a+ ρr < 0, a > 0 时，平衡点 E0 是鞍点，且有二维

不稳定流形和一维稳定流形；

4) 当 b < 0, 1 + a+ ρr < 0, a < 0 时，平衡点 E0 是结点，且有三维不稳定流形。

4. Hopf 分岔

在这一节，我们将讨论系统 (1.3) 在何参数条件下会发生 Hopf 分支，以及分支的类型。令
x = (x, y, z) ∈ R3, η = (a, b, d, ρ, r, k) ∈ R6，设 d < 0，则方程 (1.3) 的向量场可记为

f(x, η) = (y, dx− (1 + a+ ρr)y − axz − 3ρkx2y,−bz +
xy

a
+ x2).

系统 (1.3) 在 E0 处的特征方程以及特征值已经在 (2.1),(2.2) 中给出，我们假设 (2.1) 式有一
对纯虚根 λ1,2 = ±iω0, (ω0 > 0)，从而得

−d− ω2
0 ± iω0(a+ ρr + 1) = 0,

令上式的实部和虚部均为零，得

a = a0 = −ρr − 1, ω0 =
√
−d > 0.

在 a = a0 的参数条件下，向量场 f(x, η) 在 E0 处的 Jacobi 矩阵为

A2 =


0 1 0

d 0 0

0 0 −b

 , (4.1)

特征值为

λ1 = −b, λ2 = iω0, λ3 = −iω0.

通过计算，我们得到满足

A2q = iω0q, AT
2 p = −iω0p, ⟨p, q⟩ =

3∑
i=1

p̄iqi = 1,

的两个向量
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q = (iω0, d, 0)
T , p = (d,−iω0, 0)

T . (4.2)

以及满足

Bi(x,y) =
3∑

j,k=1

∂2Fi(ξ)

∂ξj∂ξk

∣∣∣∣∣
ξ=0

xjyk,

Ci(x,y, z) =
3∑

j,k,l=1

∂3Fi(ξ)

∂ξj∂ξk∂ξl

∣∣∣∣∣
ξ=0

xjykzl,

的两个向量

B(x,y) = (0, (ρr + 1)(x3y1 + x1y3), (−ρr − 1)(x2y1 + x1y2))
T ,

C(x,y, z) = (0,−3kρ(x2y1z1 + x1y2z1 + x1y1z2), 0)
T .

(4.3)

通过 (4.1)-(4.3)，可得

B(q, q) =


0

0

−2iω3
0(ρr + 1)

 ,

B(q, q̄) =


0

0

0

 ,

A−1
2 =


0 1

d
0

1 0 0

0 0 − 1
b

 ,

(2iω0I −A2)
−1 =


− 2i

3ω0

1
3d

0
1
3

− 2i
3ω0

0

0 0 1
b+2iω0

 ,

从而有

u11 = −A−1
2 B(q, q̄) = (0, 0, 0)T ,

u20 = (2iω0I −A2)
−1B(q, q)

= (0, 0,−2iω3
0(ρr + 1)

b+ 2iω0

)T ,

进一步可得

⟨p,B(q,−u11)⟩ = 0,

⟨p,B(q̄, u20)⟩ = −d(ρr + 1)2

b+ 2iω0

,

⟨p, C(q, q, q̄)⟩ = 3ikρω5
0.

(4.4)
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第一 Lyapunov 系数可以通过 (4.4) 式得到

l1(a0) = (2ω0)
−1Re[⟨p, C(q, q, q̄)⟩ − 2⟨p,B(q,−u11)⟩+ ⟨p,B(q̄, u20)⟩]

= − b(ρr + 1)2

2ω0 (b2 + 4ω2
0)
.

接下来验证横截条件，考虑 (2.2) 式中的一对复特征值的实部，即

µ(a) = (−1 + a+ ρr

2
),

在 a = a0 的参数条件下，我们验证

∂µ

∂a

∣∣∣∣
a=a0

=
∂

∂a
− (

1 + a+ ρr

2
)

∣∣∣∣
a=a0

= −1

2
< 0,

因此，横截条件成立。

综合上述分析，可得如下定理成立：

定理 3：在 d < 0 的条件下，系统 (1.3) 会发生 Hopf 分支，且

1) 当 b > 0 时，l1(a0) < 0，Hopf 分支在 E0 处是次临界的；

2) 当 b < 0 时，l1(a0) > 0，Hopf 分支在 E0 处是超临界的。

为了验证上述对系统 (1.3) 在 E0 处 Hopf 分支的正确性，我们选择一组参数：(b, d, ρ, r, k) =

(0.5,−0.8, 0.6, 0.6, 0.6)，则临界值 a0 = −1.36，很容易看出，参数组满足发生 Hopf 分支的条件，
当 a < a0 时，轨线如图 1(a)所示；当 a > a0 时，轨线如图 1(b)所示。

Figure 1. Phase diagrams of system (1.3): b = 0.5, d = −0.8, ρ = 0.6, r = 0.6, k = 0.6: (a) a = −1.37, (b) a
= −1.35
图 1. 系统 (1.3) 的相图：b = 0.5，d = −0.8，ρ = 0.6，r = 0.6，k = 0.6：(a) a = −1.37，(b) a = −1.35

由图可见，当 a < a0 时，轨线会趋向于一个稳定的周期解；当 a > a0 时，平衡点 E0 是稳定

的。
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5. 总结

通过对经典 Lorenz 方程施加反馈控制方法，本文得到了一类三维混沌电路方程，并对该混沌
系统的局部动力学行为进行了研究。首先，研究了原点平衡点的局部稳定性，得到了原点平衡点的

六种类型。其次，研究了该系统在原点平衡点处发生的 Pitchfork分岔行为，得到了发生 Pitchfork
分岔的临界条件，并且列举出四种情况。最后，研究了该系统在原点平衡点发生的 Hopf 分岔行
为，得到了在原点发生 Hopf 分岔的参数条件，证明了周期轨的存在性，并通过数值仿真的方式进
行了验证。
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