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Abstract 

The set of equivalence classes of crossed modules of four-dimensional unsolvable Lie algebras and 
the third relative cohomology groups were studied in [1]. Based on this work, the present paper 
will study the crossed modules of a certain five-dimensional Lie algebra and determine the condi-
tion of its equivalent class. Furthermore, it is shown that the third relative cohomology group of 
the five-dimensional Lie algebra is not trivial. 
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摘  要 

文[1]主要研究了四维不可解李代数的交叉模的等价类集和三阶相对上同调群。在此基础上，本文研究了

一类五维李代数的交叉模的性质，并确定出其等价类的条件，从而证明了这类五维李代数的三阶相对上

同调群不是平凡的。 
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1. 引言 

交叉模是 Whitehead 在上个世纪四十年代研究相对同伦群时引入的一个概念 [2]。在 [3]中，

Gerstenhaber 研究了群的交叉模，群的交叉模既是模的推广，又是正规子群的推广。在这篇文章中，他证

明了群的交叉模的等价类集与三阶上同调群之间的一一对应关系。1982 年，Kassel C.和 Loday J. L.在[4]
中研究了李代数的交叉模，并证明了李代数的交叉模的等价类集与三阶相对上同调群之间也是一一对应

的。[5]和[6]给出李代数的交叉模的等价类集与李代数的三阶相对上同调群空间的同构，并计算了 Virasoro
代数的交叉模和三阶相对上同调群。事实上，计算李代数的三阶上同调群是非常困难的事情，即使是计

算低维李代数的三阶上同调群也是不容易的。借助上面的一一对应关系，可以考虑从交叉模的等价类入

手，来研究李代数的三阶上同调群。文[1]主要研究了四维不可解李代数的交叉模的等价类，证明了这类

李代数的交叉模只有平凡模，从而得到这类李代数的三阶相对上同调群也是平凡的。本文将在这个工作

的基础上，研究一类五维李代数的交叉模，并确定其等价类的条件，证明了这类五维李代数的三阶相对

上同调群不是平凡的。 

2. 交叉模的基本概念与性质 

定义 1. [7] 李代数的交叉模是指一个李代数同态 : m nµ → 以及李代数 m 上的一个 n-模作用η，其中

: n mDerη → ，对于任意 nn∈ ， , mm m′∈ 满足下面的关系式： 

( )( ) ( ),n m n mµ η µ⋅ =    , 

( )( ) [ ],m m m mη µ ′ ′⋅ = . 

从李代数交叉模的定义中容易看出：在 m 上的一个 n-模作用η还需要满足如下关系式： 

[ ]( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ),n n m n n m n n mη η η η η′ ′ ′⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ , 

( ) [ ] ( ) ( ), , ,n m m n m m m n mη η η′ ′ ′⋅ = ⋅ + ⋅       , 

这里 , nn n′∈ ， , mm m′∈ 。 
下面我们给出李代数交叉模的一个等价定义。 
定义 2. [1] 令 R 和 L 是两个李代数，如果存在一个线性映射 L R R× → ， ( ), .x r x r

满足 

[ ], . . . . .x y r x y r y x r= −                                  (1) 

[ ] [ ] [ ]. , . , , .x r r x r r r x r′ ′ ′= +                                (2) 

这里 ,x y L∈ ， ,r r R′∈ ，那么这个映射叫做 L 在 R 上的作用，或者称 L 作用在 R 上。 
对于 nn∈ ， mm∈ ，把 ( )n mη ⋅ 简记为 .n m，那么李代数交叉模的定义就可以做如下叙述。 
定义 3. [1] 令 R 和 L 是两个李代数，而且 L 作用在 R 上。如果存在一个李代数同态 : R L∂ → 满足 

( ) ( ). ,x r x r∂ = ∂   ;                                  (3) 

( ) [ ]. ,r r r r′ ′∂ = ,                                    (4) 
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这里 x L∈ ， ,r r R′∈ ，那么一个三元组 ( ), ,R L ∂ 称为李代数 L 的交叉模，R 被称为一个交叉 L-模。 
根据交叉模的定义，自然地我们可以获得如下的正合列： 

0 0V R L Pι ν∂→ → → → →                             (5) 

这里 kerV R≅ ∂  ， coker ImP L≅ ∂ = ∂，那么三元组 ( ), ,R L ∂ 叫做一个带有核 V 和余核 P 的交叉模。 

命题 1. [7] 
i) 根据(3)式，显然 P 是一个李代数的正合列。因此，正合列(5)是一个李代数的正合列。 
ii) 根据(4)式可知 V 属于李代数 R 的中心，即 [ ], 0V R = 。特别地，V 是一个 Abel 李代数。 
iii) L 在 R 上的作用包含了一个在 V 上的 P-模结构，i.e. . : .x m x m= ，这里 m V∈ ， x L∈ ， x P∈ ，

( )v x x= 。 
对于一个李代数满同态 :v L P→ 和一个 P-模 V，我们考虑所有带有核 V 和余核 P 的交叉模，记作正

合列 0 0V R L Pν∂→ → → → → ，这里 kerV ≅ ∂ 是一个 P 模同构， cokerP ≅ ∂是李代数同构。 
定义 4. [1] 两个交叉模 ( ), ,R L ∂ 和 ( ), ,R L′ ′∂ 是等价的，如果存在一个李代数同态 :f R R′→ 使得 
i) 下面的图是交换的， 

0 0

0 0

V R L P

V R L P

∂

′∂

→ → → → →
↓ ↓ ↓ ↓

′→ → → → →
 

即 

f′∂ = ∂ ; 

VVf id= . 

ii) 李代数的同态 f 是相容的，即 

( )( ) ( ) ( )f x r x f rη η′⋅ = ⋅ . 

记 ( ), ,CML P L V 为所有固定核 V 和余核 P 的交叉模等价类的集合。 

3. 一类五维李代数的交叉模 
从本小节开始，我们将讨论一类五维李代数 L 的交叉模，这里 2 1 2L sl Cc Cc= ⊕ ⊕ ，并满足

2
, ,i j i jL sl

x x x x   =    ， 2,i jx x sl∀ ∈ ，其中 1 2,c c 是 L 的中心。以下均假设 P 是单李代数 2sl ，向量空间 V 是

一个一维的 P-模。 
引理 1. 假设 ( ), ,R L ∂ 是一个带有核 V 和余核 P 的交叉模，那么 dim 3R = 。 
证明：由于 ( ), ,R L ∂ 是一个带有核 V 和余核 P 的交叉模，那么自然存在一个正合列 

0 0V R L P∂→ → → → → . 

由此我们知道 dim dim ker dim Im dim dim 3R V L P= ∂ + ∂ = + = . 
因为 dim 1V = ，dim 3R = ，以下均固定向量空间 V 的一组基为{ }0r ，向量空间 R 的一组基为{ }0 1 2, ,r r r 。 

引理 2. 0∂ ≠ ， ( )0 0r∂ = 。另外， [ ] [ ]0 1 0 2, , 0r r r r= = 。 

证明：如果 0∂ = ，那么 kerV R= ∂ = ，这是矛盾的。根据正合列 0 0V R L P∂→ → → → → ，显然，

( )0 0r∂ = 。根据(4)式，有 [ ] ( )0 1 0 1, . 0r r r r= ∂ = ； [ ] ( )0 2 0 2, . 0r r r r= ∂ = ，即 [ ] [ ]0 1 0 2, , 0r r r r= = 。 

引理 3. P 在 R 上的作用是平凡的，即 . 0P R = 。 
证明：因为 R 是 L 的一个交叉模，那么 R 也是一个 P-模。由于 2P sl= 是一个单李代数，根据 Weyl
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定理可知 R 是完全可约的，因此我们讨论下面三种情形。 
情形 1：令 1 2R V V V= ⊕ ⊕ ，这里 { }0CV span r= ， { }1 1CV span r= ， { }2 2CV span r= 是 2sl 的一维子模。 
已知 2sl 的每一个一维子模都是平凡的，那么 . 0P V = ， 1. 0P V = ， 2. 0P V = ，即 . 0P R = 。 
情形 2：令 1R V V= ⊕ ，这里 { }0CV span r= ， { }1 1 2,CV span r r= 是 2sl 的不可约子模。 

因为 V 是 2sl 的一维子模，那么 . 0P V = 。 
已知 2sl 的二维子模 1V 在同构意义下是唯一存在的。不失一般性，选取 1r 作为 1V 中的极大向量，那么

P 在 R 上的作用如下： 

0. 0x r = ; 1. 0x r = ; 2 1.x r r= ; 

0. 0y r = ; 1 2.y r r= ; 2. 0y r = ; 

0. 0h r = ; 1 1.h r r= ; 2 2.x r r= − . 

由于 ( )2 1 2r Cc Cc∂ ∈ ⊕ ，所以 ( ) ( ) ( )1 2 2. , 0r x r x r∂ = ∂ = ∂ =   。类似地，由于 ( )1 1 2r Cc Cc∂ ∈ ⊕ ，故

( ) ( ) ( )2 1 1. , 0r y r y r∂ = ∂ = ∂ =   ，因此 0∂ = ，这与引理 2 矛盾。 

情形 3： { }0 1 2, ,R r r r= 是不可约的，那么 R 在同构意义下是唯一的，其模作用如下： 

0. 0x r = ; 1 0. 2x r r= ; 2 1.x r r= ; 

0 1.y r r= ; 1 2. 2y r r= ; 2. 0y r = ; 

0 0. 2h r r= ; 1. 0h r = ; 2 2. 2h r r= − . 

据此 ( ) ( ) ( )1 2 2. , 0r x r x r∂ = ∂ = ∂ =   ；类似地， ( ) ( ) ( )2 1 12 . , 0r y r y r∂ = ∂ = ∂ =   ，那么 ( )2 0r∂ = ，因此

0∂ = ，这与引理 2 矛盾。 
综上所述，P 在 R 上的作用是平凡的。 
沿用上面的记号，设 

( ) ( )1 0 1 2 0 1 2. , , , ,c r r r r r r M= ; 

( ) ( )2 0 1 2 0 1 2. , , , ,c r r r r r r N= ; 

( ) ( )0 1 2 1 2, , 0, ,r r r c c A∂ = , 

这里 ( )3 3ijM m
×

= ， ( )3 3ijN n
×

= ， ( )3 3ijA a
×

= 均为 3 3× 的矩阵。由于 V 可看作 R 的一个 L 子模，所以可把

M、N、A 写成分块矩阵的形式 

11 1

20
m M

M
M

 
=  
 

, 11 1

20
n N

N
N

 
=  
 

, 
1

0 0
0

A
A

 
=  
 

, 

其中 1M ， 1N 是1 2× 的矩阵， 2M ， 2N ， 1A 均为 2 2× 的矩阵。 
因为 0∂ ≠ ，所以 A 不为零矩阵，故 1A 中至少有一个非零元。不失一般性，以下不妨设 22 0a ≠ 。 
定理 1. 假设 2P sl= ，V 是一个一维 P-模，那么带有核 V 和余核 P 的交叉模 ( ), ,R L ∂ 模作用为如下两

种情况： 

当 1det 0A ≠ 时， . 0P R = ，

32 33
12

22

0
0 0 0
0 0 0

a a
nM
a

 
 = −  
 
 

，

22 23
12

22

0
0 0 0
0 0 0

a a
nN
a

 
 = −  
 
 

， 

当 1det 0A = 时， . 0P R = ， 32

22

a
M N

a
= − ，

11 12 13

23 23
32 33

22 22

32 33

0

0

n n n
a a

N n n
a a
n n

 
 
 = − − 
  
 

， 
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这里 M，N， 1A 均为上述定义的矩阵。 
证明：根据交叉模定义中的(3)式，我们有 

( )( ) ( ) ( )1 0 1 2 0 1 2 1 20 . , , , , 0, ,c r r r r r r M c c AM= ∂ = ∂ = , 

从而可知 0AM = 。同理， 

( )( ) ( ) ( )2 0 1 2 0 1 2 1 20 . , , , , 0, ,c r r r r r r N c c AN= ∂ = ∂ = , 

可以推知 0AN = 。另外，根据(4)式可推知， 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 0 1 2 22 1 32 2 0 1 2 0 1 2 22 320,0, , . , , . , , , ,r r r r r r a c a c r r r r r r a M a N= ∂ = + = + , 

所以 ( )( ) [ ]( )0 1 2 22 32 1 2, , 0,0, ,r r r a M a N r r+ = 。类似地， 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 2 0 1 2 23 1 33 2 0 1 2 0 1 2 23 330, , ,0 . , , , , , ,r r r r r r a c a c r r r r r r a M a N− = ∂ = + ⋅ = + , 

故而 ( )( ) [ ]( )0 1 2 23 33 1 2, , 0, , ,0r r r a M a N r r+ = − 。此外，(1)式可知， 

[ ]( ) ( )( )1 2 0 1 2 0 1 20 , , , , ,c c r r r r r r MN NM= = − , 

由此可知， MN NM= 。 
若 1det 0A ≠ ，由分块矩阵的运算，则 2 0M = ， 2 0N = 。经计算可得， 

32 33
12

22

0
0 0 0
0 0 0

a a
nM
a

 
 = −  
 
 

, 
22 23

12

22

0
0 0 0
0 0 0

a a
nN
a

 
 = −  
 
 

, 

此外，由于 ( ) [ ]1 2 1 2. ,r r r r∂ = 。故 [ ] ( )12
1 2 1 0

22

, det
nr r A r
a

= − 。 

若 1det 0A = ，经计算可得， 

11 12 13

23 23
32 33

22 22

32 33

0

0

n n n
a a

N n n
a a
n n

 
 
 = − − 
  
 

, 

11 12 13

32 23 23 32
32 33

22 22 22 22

32 33

0

0

n n n
a a a a

M n n N
a a a a

n n

 
 
 = − − − = − 
  
 

, 

此时， [ ]1 2, 0r r = ，即 R 是一个交换的交叉模。 
接下来，我们将讨论上述交叉模的等价类。 
假设存在 L 的另一个交叉模 ( ), ,R L′ ′∂ ，不妨设， 

( ) ( )1 0 1 2 0 1 2. , , , ,c r r r r r r M′ ′ ′ ′ ′= ; 

( ) ( )2 0 1 2 0 1 2. , , , ,c r r r r r r N′ ′ ′ ′ ′= ; 

( ) ( )0 1 2 1 2, , 0, ,r r r c c A′ ′ ′ ′∂ = , 

这里 ( )3 3ijM m
×

′ ′= ， ( )3 3ijN n
×

′ ′= ， ( )3 3ijA a
×

′ ′= 均为 3 3× 的矩阵，可把他们写成分块矩阵的形式 

11 1

20
m M

M
M

′ ′ ′ =  ′ 
, 11 1

20
n N

N
N

′ ′ ′ =  ′ 
, 

1

0 0
0

A
A

 ′ =  ′ 
, 

其中 1M ′， 1N ′是1 2× 的矩阵， 2M ′， 2N ′， 1A′均为 2 2× 的矩阵。 
如果两个交叉模 ( ), ,R L ∂ 和 ( ), ,R L′ ′∂ 是等价的，那么存在一个李代数同态 :f R R′→ 满足 f′∂ = ∂ 且

VVf id= 。 
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以下均假设 B 是一个 3 3× 的矩阵，使得 ( ) ( )0 1 2 0 1 2, , , ,f r r r r r r B′ ′= 。将 B 写成分块矩阵的形式为 

1

2

1
0

B
B

B
 

=  
 

, 

其中 1B 是1 2× 的矩阵， 2B 是 2 2× 的矩阵。 
一方面， ( ) ( ) ( )0 1 2 0 1 2 1 2, , , , 0, ,f r r r r r r B c c A B′ ′ ′ ′ ′∂ = ∂ = ；另一方面， ( ) ( )0 1 2 1 2, , 0, ,r r r c c A∂ = 。由于 f′∂ = ∂ ，

故而 A A B′= 。 
此外， ( ) ( ) ( )2 0 1 2 2 0 1 2 0 1 2. , , . , , , ,c f r r r c r r r B r r r N B′ ′ ′ ′ ′= = ，而 ( )( ) ( )2 0 1 2 0 1 2. , , , ,f c r r r r r r BN′ ′= 。根据 f 的相容

性可知， ( ) ( )( )2 0 1 2 2 0 1 2. , , . , ,c f r r r f c r r r= ，所以 N B BN′ = 。同理可知， M B BM′ = 。 

考虑到 f 是一个李代数同态，因此 [ ]( ) ( ) ( )1 2 1 2, ,f r r f r f r=   。 

综上所述，我们得到如下结论。 
定理 2. 两个交叉模 ( ), ,R L ∂ 和 ( ), ,R L′ ′∂ 是等价的当且仅当 

A A B′= , 
N B BN′ = , 
M B BM′ = , 

[ ]( ) ( ) ( )1 2 1 2, ,f r r f r f r=    , 

这里 A， A′，B，N， N ′，M， M ′均为上述定义的 3 3× 矩阵。 
对于前面定义的李代数的满同态 : L Pν → 和 P-模 V，可以通过下面正合列定义复形 ( ), ;C P L V  

( ) ( ) ( )* *
0 , , , ; 0kC P V C L V C P L Vν→ → → → . 

记复形 ( ), ;C P L V 的相对上同调群为 ( )1 1, ; ker Imn n nH P L V δ δ+ −= 。 
由定理 1 可知， ( ), ;CML P L V 是非平凡的，根据李代数的交叉模的等价类集与三阶相对上同调群之

间是一一对应的[4]，从而有如下定理。 
定理 3. 复形 ( ), ;C P L V 的三阶相对上同调群 ( )3 , ; 0H P L V ≠ 。 
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