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Abstract 

Ergodicity is a fundamental notion in ergodic theory. The Ergodic Decomposition Theorem indi-
cates that any invariant measures can be represented by the integral of some ergodic components. 
This paper is concerned with the measure preserving transformation with ergodic root system, 
and shows that the ergodic decomposition of such a system is simple. 
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摘  要 

遍历性是遍历论中的基本概念之一，遍历分解定理告诉我们任何一个不变测度都可以表示成一些遍历测

度的积分。本文对一类具有遍历根系统的保测变换的遍历分解给出了一个简单的刻画。 
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1. 引言 

遍历论是动力系统的一个分支，主要从测度的观点研究动力系统的渐近性质。简言之，一个动力系

统就是一个二元组 ( ),X T ，其中 X 是一个集合，T 是 X 到其自身的一个映射，动力系统理论的主要目标

就是描述当 n 趋于无穷大时 ( )nT x 的渐近行为。动力系统来源于古典统计力学，此时 X 表示一个物理对

象的所有状态所组成的集合(称之为状态空间或相空间)，T 表示这个物理对象所遵守的物理定律。给定一 
个初始状态 x， ( )T x 表示经过一个单位时间后的状态，则 ( ){ }: 1nT x n ≥ 就包含了初始状态 x 随时间演变 

的所有信息，从而我们可以用数学工具描述 ( )nT x 随时间演变的渐近行为。通常我们需要对 X 和 T 加上

一些条件，从而将动力系统分成以下三个范畴：1) X 是一个光滑流形，T 是 X 上的可微映射，这就是微

分动力系统；2) X 是一个紧度量空间，T 是 X 上的连续映射，这就是拓扑动力系统；3) X 是一个概率空

间，T 是 X 上的保测映射，这就是遍历论。 
给定一个 Borel 概率空间 ( ), ,X µB ，其中B和 µ 为 X 上的 Borel σ -代数和概率测度。我们有： 

定义 1.1 我们称 T 为 Borel 概率空间 ( ), ,X µB 上一个保测变换，如果 T 满足： 

1) T 是可测的，即 1E T E−∈ ⇒ ∈B B； 
2) µ 是 T-不变的，即 ( ) ( )1T E Eµ µ− = 对所有 E∈B成立。 

此时，我们称 ( ), , ,X TµB 为一个保测变换。 

定义 1.2 设 ( ), , ,X TµB 为 Borel 概率空间上的保测变换，如果对所有满足 1T E E− = 的可测集 E 都有

( ) 0Eµ = 或 ( )\ 0X Eµ = ，则称 ( ), , ,X TµB 为一个遍历保测变换。此时，称 µ 关于 T 是遍历的。 

遍历性是遍历论中一个基本而重要的概念，与拓扑动力系统中极小性相似，它意味着在某种意义下

保测变换是不可分解的。遍历性的概念来源于著名物理学家 Boltzmann 的“遍历假设”，它断言一个动

力系统的观测量的时间平均渐近地等于其空间平均。基于这个思路，Birkhoff [1]在 1931 年证明了如下遍

历论的基本定理(参见[2] [3] [4])： 
定理 1.1 (Birkhoff 点态遍历定理)设 ( ), , ,X TµB 为 Borel 概率空间上一个保测变换，则对于任意

( )1 , ,f L X µ∈ B ，存在可积函数 f∗ 使得 

( ) 1
1 . .
0

1 ,N a en
n L

f T x f
N

−
∗=

→∑  

其中， . .a e 和 1L 分别表示几乎处处收敛和 1L 收敛。特别地，当 ( ), , ,X TµB 为遍历保测变换时，函数 f∗ 几
乎处处等于 f 关于 µ 的积分。 

Birkhoff 点态遍历定理为 Boltzmann 的“遍历假设”提供了一个严格的数学表述，并为动力系统的渐

近行为提供了一个定量描述。很多典型的保测变换都是遍历的，比如单位圆环上的无理旋转、有限符号

空间上的移位映射、2 维环面上的双曲自同构等。一个自然的问题是，非遍历的系统是否可以分解成一

些遍历的系统，从而我们可以通过研究这些遍历的系统来研究原来的非遍历系统？下面的遍历分解定理

对这个问题提供了一个肯定的回答，关于这个定理的不同表述可参见[2] [3] [5]。 

定理 1.2 (遍历分解)设 ( ), , ,X TµB 是 Borel 概率空间上一个保测变换， { }( )1:E T E Eσ −= =I 为 X 的

所有 T-不变子集组成的 Borel σ -代数。则存在一族关于 I的条件测度{ }:x x Xµ ∈ 使得 
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1) 对任何 ( )1 ,f L X µ∈ B, ，有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d dxf x x f y y xµ µ µ∫ ∫∫= ； 

2) 对于几乎所有的 x X∈ ， xµ 是 T-不变的且关于 T 遍历。 
定理 1.2 的表述引自[4]，其证明用到了条件测度的存在性。对于紧度量空间上的遍历保测变换，上

述定理的证明可参见[2] [5] [6]。遍历分解定理告诉我们，任何 T-不变测度都可以写成一些关于 T 遍历的

测度的凸组合，从而为研究保测变换 ( ), , ,X TµB ，只需研究其遍历组分。虽然定理 1.2 告诉我们遍历分

解的存在性，却没有提供一个寻找遍历分解的方法。一般地，由于 X 上所有 T-不变测度组成的空间比较

复杂，因此寻找一个 T-不变测度的遍历分解比较困难。本文中，我们将对一类特殊的保测变换刻画其遍

历分解。 

2. 定理及证明 

定理 2.1 设 ( ), , ,X TµB 为 Borel 概率空间上一个遍历保测变换，且 µ 关于 T 的某个幂 kT ( 1k > )不

是遍历的。设ν 是 µ 关于 kT 的一个遍历组分，则 µ 关于 kT 的任何遍历组分都属于集合{ }, , , kT Tν ν ν (其

中 1T Tν ν −=  表示ν 关于 T 的拉回测度)，且 µ 可以唯一表示成{ }, , , kT Tν ν ν 的凸组合。 

证明：首先考虑 2k = 的情形。由于 µ 关于 2T 不是遍历的，则存在 Borel 集 B∈B满足 2T B B− = 且

( ) ( )0,1Bµ ∈ 。令 1E B T B−=  ， 1F B T B−=  ，则 E 和 F 都是 T-不变集，由 µ 关于 T 的遍历性得 ( ) 1Eµ = ，

( ) 0Fµ = 。故在相差一个零测集的意义下， 1X B T B−=  ， ( ) ( )1 1 2B T Bµ µ −= = 。定义两个概率测度 1µ

和 2µ 如下： 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 22 , 2 , .A A B A A T B Aµ µ µ µ −= = ∀ ∈  B  

易证， 1µ 和 2µ 都是 2T -不变的，下面证它们也是关于 2T 遍历的。事实上，如果存在集合 A∈B使

得 2T A A− = 且 ( ) ( )1 0,1Aµ ∈ ，则我们有 ( ) ( )0 1 2A B Bµ µ< < = 。令C A B=  ，对 C 进行上述与 B 一

样的推理，可得 ( ) ( )1 1 2C T Cµ µ −= = ，这与 ( ) ( )C Bµ µ< 矛盾。故 1µ 关于 2T 遍历，用类似的方法可证 2µ

关于 2T 遍历。对任意可测集 A∈B，由前面的结果可得： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2

1 1 ,
2 2

A A B A T B A Aµ µ µ µ µ−= + = +   

故 1 2
1 1
2 2

µ µ µ= + ，即 µ 可被写成两个遍历测度 1µ 和 2µ 的凸组合。由于 2T B B− = ，故 1 2Tµ µ= 。 

当 2k > 时，因为 µ 关于 kT 不是遍历的，则存在 Borel 集 B∈B满足 kT B B− = 且 ( ) ( )0,1Bµ ∈ 。令

1

0

k i
i

E T B− −
=

=


，
1

0

k i
i

F T B− −
=

=


，则 E 和 F 都是 T-不变集，由遍历性可得 ( ) 1Eµ = ， ( ) 0Fµ = 。选取

0 1l k≤ ≤ − 以及 l 个整数 1 20 1lk k k k≤ < < < ≤ − 使得 l 为满足 ( )1 0lkkT B T Bµ −− > 的最大整数，记

1 lkkB T B T B−−′ =  。类似于 2k = 情形，令 
( ) ( )1 11 1,  k kE B T B T B F B T B T B− − − −− −′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= =    ， 

则 E′和 F ′ 都是 T-不变集，由遍历性可得 ( ) 1Eµ ′ = ， ( ) 0Fµ ′ = 。由 B′的构造，对于 i j≠ ，若

i jT B T B− −′ ′≠ ，则必有 ( ) 0i jT B T Bµ − −′ ′ = ，即在相差一个零测集的意义下， iT B− ′和 jT B− ′互不相交。

记 ( )1 2, , , mB B B m l≤ 为这样得到的 m 个互不相交的集合，由于 µ 是 T-不变测度且 ( )1
1m

ii
Bµ

=
=



，故这

m 个集合的测度都是 1/m。我们定义 m 个概率测度如下： 

( ) ( ) { },  ,  1, 2, , .i iA m A B A i mµ µ= ∀ ∈ ∈ B  
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类似于 2k = 情形，可证 1 2, , , mµ µ µ 关于 kT 是遍历不变测度，且 

( )1 2
1

mm
µ µ µ µ= + + +  

同样地，可证对任意1 i m≤ ≤ 有 1
1

i
i Tµ µ−= 。 

下面证明上述遍历分解是唯一的。由 Birkhoff 点态遍历定理(定理 1.1)，对于任意1 i m≤ ≤ 和 iµ -几乎

所有的 ix B∈ ，我们有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
0

1 d ,  , , .N n
i in f T x f x c f f L X

N
µ µ−

=
→ ∀ ∈∑ ∫   B  

则从 ( )1 , ,L X µB 到的映射 ( )if c f→ 定义了一个正线性泛函，由 Riesz 表示定理(参见[7])，这个

正线性泛函对应于一个 Borel 概率测度 xµ ，使得 ( ) ( ) ( )d x if y y c fµ =∫ 。因此，若 , ix y B∈ ，则相应地可

得遍历测度 ,x yµ µ ，它们相互非奇异，从而 x yµ µ= 并且 ( ) ( ) 1x i y iB Bµ µ= = ，这说明对于几乎所有的

ix B∈ ，我们有 x iµ µ= 。故上述遍历分解是唯一的。  

注记 2.1 对于一个保测变换 ( ), , ,X Tµ ′B ，如果存在 ( ), ,X µB 上的遍历保测变换 T 使得 kT T′ = ，则

称 T 是T ′的一个 k 次方根，称 ( ), , ,X TµB 为 ( ), , ,X Tµ ′B 的一个 k 次根系统。定理 2.1 告诉我们如果一个

保测变换存在一个遍历的 k 次根系统，则这个保测变换的遍历组分至多为 k 个，其遍历分解就是这些遍

历组分的凸组合。 
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