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Abstract 

The odd number is Q, Q = 2N + 1, and N is called odd element of Q. Through the analysis of N, it is 
proved that there is no odd complete number. 
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摘  要 

设奇数Q = 2N + 1，将N称为奇数Q的奇体，通过对N的分析证明了不存在奇完全数。 
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1. 奇合数体的表示法 
设 p 是素数，Q 与 q 是奇数，使Q pq=  [1]，若 2 1Q N= + ， 2 1p s= + ， 2 1q n= + ， 1n ≥ ， 1N ≥ ，

则有 ( )( )2 1 2 1 2 1N S n+ = + + ，从而 ( )2 1 , 1N S n s n= + + ≥ 。N 称为奇合数体，可得定义 1，奇合数体的表

示法， 

i iN Pn S= +                                       (1) 

2. 命题证明 

用反证法，假设存在奇完全数 Q， 1 2
1 2

inn n m
i mQ P p p p=   ， 1in ≥ ，p 是奇完全数 Q 的素数因子，

2 1Q N= + ，把 Q 分为两个奇数的乘积， 11 2
1 2 1 1 2

i in nn n m
i i m i iQ P p p p p Q Q+

+= =×  ，根据奇完全数的定义，有

( )11 12 21 22 1 2 1 2 1 211 t
i i t t i iiQ Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q

=
= = = = = = = + +∑  ， ( )1, 1i t≥ ≥ 。 

设， 1 1 2 22 1, 2 1i i i iQ N Q N= + = + ，则有 ( )( )1 22 1 2 1 2 1i iQ N N N= + = + + 。 

即： ( )1 2 1 2 1 212 1 4 2 2 1 1 2 1 2 1t
i i i i i iiQ N N N N N N N

=
= + = + + + = + + + +∑  

可得： 

( )1 2 1 2 1 212 1t
i i i i i iiN N N N N N N

=
= + + = + +∑                         (2) 

(2)式称为奇完全数的奇体表达式。由(2)可得推论一，N 为偶数，t 也是偶数。 
证：若 N 为奇数，则 1 2i iN N+ 为奇数，而 1 2 1i iN N+ + 为偶数，左右奇偶不合，故知 1 2i iN N+ 必为偶

数， 1 2 1i iN N+ + 是奇数，所以 t 必须是偶数。证明完。 
 N h∈ ，根据定义 1， iN pn s= + ，( ( )1 2s p= − , 1in ≥ )。 

在 1 2
1 2

inn n m
i mQ P p p p=   中，设 1p 是 Q 中最小的素数，把 1iN 及 2iN 分别表为 

( )1 1 1 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2 1, 0, 0,0 0, ,i iN p n k N p n k n n k p k p= + = + ≥ ≥ ≤ < ≤ <  

1iN ， 2iN 可以依据组合{ }1 1 1 1 2 2,p n k p n k+ + 的不同，形成不同表达式。 

将各种组合代入(2)，有 

( )( )1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2

1 2 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1 1 1 2 2
2
1

2

2 2 2 2

p n k p n k p n k p n k

p n n p n k p n k k k p n k p n k

+ + + + + +

= + + + + + + +
 

( )1 1 1 1 1 2 2 1 1 1 2 1 2 1 2 1 22 2 2 2iN p n s p p n n n k p n k n n k k k k= + = + + + + + + +  

上式简化后得： 

( )1 1 2 1 2 1 1 1 1 2 212 1t
j iN p n k k k k p n k p n k

=
= + + + = + + + +∑                    (3) 

要使(3)成立，必须满足 ( )2 1 1 1 12 1 modk k k s p+ + ≡  [2]。 

我们可以得到推论二，在 ( )2 1 1 1 12 1 ik k k p n s+ + = + 中， 1 1k s= 或 2 1k s= ，两者必取其一。 

证，

1 2
1 2

inn n m
i mQ P p p p=   ，即： 1 1 2Q p q q= ，其中 1p 和 1 1p q 可以表示为 1 1 1 1iN p n s= + ，

1 1 2 1 2 1 12j up n k k k k p n s∴ + + + = + 证明完。 

我们讨论当 1 1k s= 时， 2k 的取值。 
把 1 1 1 1iN p n k= + 和 2 1 2 2iN p n k= + 还原为 Q， 

( )1 1 1 1 1 12 1iQ p n s p q= + + = , ( )2 1 2 2 1 2 22 1 2 2 1iQ p n k p n k= + + = + + , 

( ) ( )( )2 2 1 2 22 1 2 2 1 1iQ k p n k= + + + ， 2iQ 是奇数， ( )1 2 22 2 1p n k∴ + 应该是偶数，要使 ( )1 2 22 2 1p n k +
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是偶数，必须满足以下条件：1) 2 1k s= ，有 ( )1 22 1 1p k + = ， 2) 2 0k = 有 22 1 1k + = ，3) ( )2 22 1n k n= +

有 ( )2 22 1n k n+ = ： 

1) 2 1k s= , 

1 1k s=  ( )1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 112 1t
i j iN p n s p n p s s p n p n s s

=
∴ = + = + + = + + + +∑  

( ) ( )1 1 1 1 21
1

2 1t
j i

N n s s p n n
p =

= + + = + +∑
 

1 1s p 不是整数，∴当 1 1k s= 时， 2 1k s≠ 。 

因此我们可以得到推论三，在 1 2
1 2

inn n m
i mQ P p p p=   中，有 1n = ，即 1 2 i mQ p p p p=   。 

证，如果 , 1in
i ip n > ，则有 1 2i iQ p q p q= ，使得 1 1 2 1,k s k s= = .，与推论三矛盾。证明完 

2) 2 1 10,k k s= =  

( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 21 1 1 1t t
i i iN p n s p n p n s t s p n p n

= =
= + = + + + = + + +∑ ∑  

( )1 1 1! 1 modt s s p∃ + ≡ ，即 ( )1 1 11t s p n s+ = + ，使等式成立。 
 t 是偶数，设 2 tt n=  

1 1 12 2 2t t t t t t tn s n n s n n p n n+ = + + = + ， 1 1! , 0tn p n s n∃ = + ≥ ，满足等式， 

( )2
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 2p n p s p n s p n p s s s s∴ + + + = + + + +  

i1 1 1 1 i2 1 2 1,N p n s N p n s= + = + ，这样的结果与 2 1k s= 相同， 1 1k s∴ = ， 2 0k ≠  
3) 在 ( )1 2 22 2 1p n k + 中， ( )2 22 1n k n= +  

( )1 22 1p k + 不是整数， ( )2 22 1n k∴ + 必须是整数。 

 1p 是 Q 中最小的素数， ( )22 1 ik p∴ + = ， 1ip p> ， 1 2 2p n k∴ + 可以表示为 

2i ip n s+ ， 2is k= ， ( )1 2i is p= − ， ip 是 Q 中的素数。 

2 10 k p≤ < , ( )2 12 1k p+ > , 1 2 12k k k∴ < ≤ ,  

设 1 1k m= ， 2 2k m= ，有 ( )2 1 2 1k k m m n− = − = ∆ ，显然 1n m∆ ≤ ， 2 1k n k= ∆ +  

∴ (3)有：
( )

( )
1 1 1 1 1 1 2 11

1 1 1 2 11

 1

 

t
i i

t
i

N p n s p n k p n k n

t n p n p n p
=

=

= + = + + + + ∆ +

= ∆ + + +

∑
∑

 

( )1 1! t n s p n∃ ∆ − = ，即 ( )1 1 11s t n s p n∆ − = ， 1 1s p 不是整数， ( )1 11t n s p∴ ∆ − 必须是整数，如果. 

1n s∆ 是整数，即 1 1 2 1, 2k s k s= = ，∴ (2)有： 

( )1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 112 2 2 2 2 1t
j iN p n s s s s p n p n s s

=
= + × + + = + + + +∑  

( ) ( )1 1 1 1 1 1 1 2 112 4 3 t
j ip n s s ts p n p n p

=
+ + = + + +∑  

1 1 1!ts p n s∃ = + 使得 ( )( )1 1 1 1 2 1 1 11 modt
its p n p n p s p
=

+ + + ≡∑ 。 

( )1 1 1ts s p n− = ，即 ( )1 11s t p n− = ， 1 1s p 不是整数 ( ) 11t p n∴ − = ，即 11t p n− = 。 

1 2 i mQ p p p p=   ，用 Q 中 ip 逐个代入 1 21 i mt p p p np∴ − =   ，这使得 ( )1 21 1t
i ii N N Q

=
+ + >∑ 。

1n s∴∆ ≠ 。 

( )1 11t n s p n∆ − = ， 1 11t n s p n∴ ∆ − = ， 1n s∆ 不是整数， 1t s∴ 必须是整数， t n∴ ∆ 在能整除

1 2, , , , ,i ms s ss  的同时，
1

1t n
s
∆

− 还必须整除 ip 。 
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1 2 i mt p p p p∴ >   ，这样便造成 ( )1 21 1t
i ii N N Q

=
+ + >∑ ，∴当 1 1k s= 时，因 2k 无法取值，原假设不

成立，所以不存在奇完全数。证明完！ 
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