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Abstract 

In this paper, we study existence of solutions for a class of fractional differential equations with 
boundary value problems on infinite interval by using cone compression, cone expansion fixed 
point theorem and Leggett-Williams fixed point theorem. Example is presented to illustrate our 
results. 
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摘  要 

本文研究了一类无穷区间上分数阶微分方程组的边值问题。先构造Green函数，并讨论相关性质，再利
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用锥拉伸与锥压缩定理和Leggett-Williams不动点定理讨论边值问题解的存在性，最后给出例子说明定

理的适用性。 
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1. 引言 

分数阶微分方程在很多领域都有着广泛的应用，尤其在流体力学、分数控制系统、气体力学、电子

动学、化学工程等方面，目前已取得了很多优秀的研究成果，如文献[1]-[10]。但在分数阶微分方程的边

值问题的研究中，有限区间上的研究较多，无穷区间上的研究较少。 
在文献[3]中杨凯军运用锥拉伸与锥压缩不动点定理和不动点指数理论研究如下分数阶微分方程m点

边值问题。 
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其中，2 3α< < ， 1 2 3 20 mξ ξ ξ ξ −< < < < < < +∞ ， 0iβ > ， 1,2,3, , 2i m= − ，得到边值问题(1.1)至少存

在一个和两个正解的充分条件。受上文的启发，本文研究如下的一类分数阶微分方程组的边值问题 
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其中，2 3α< ≤ ， 0β > ， Rξ ∈ ， [ )0,η ∈ +∞ ， ( ) 1α βα β ξη + −Γ + > ， [ )0,R+ = +∞ ，
0

Dα
+ 与

1
0

Dα
+
− 都是标准

的 Riemann-Liouville 分数阶微分， I β 是标准的 Riemann-Liouville 分数阶积分。 

2. 预备知识及引理 

定义 1.1 [2] 连续函数 f： ( )0, R+∞ → 的 0α > 阶 Riemann-Liouville 分数阶积分的定义为： 

( ) ( ) ( ) ( )1

0 0

1 d
t

I f t t s f s sαα

α+

−= −
Γ ∫ , 

对任意的 0α > ，右端在 R+上逐点可积。 
定义 1.2 [2] 函数 f： ( )0, R+∞ → 的 0α > 阶 Riemann-Liouville 分数阶积分的定义为： 
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其中，n 是大于等于α 的最小正整数，等式的右端在 ( )0,+∞ 有定义。 

引理 1.1 [2] 假设 0α > ，如果 ( )0,u C∈ +∞ 且有 ( )1
0

0,D u Lα
+ ∈ +∞ 则： 
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其中 ( )1,2, ,ic R i n∈ =  为任意常数，n 为大于等于α 的最小正整数。 

引理 1.2 设 [ )1 0,h L∈ +∞ 连续，那么边值问题 
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由边值条件可得 
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证毕。 
引理 1.3 函数 ( ),G t s 满足如下性质 
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证明：由 ( ),G t s 的定义容易证明(1)，接下来证明(2)和(3)。 
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由文献[6]可知： 
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定理 1.1 [7]
 ( )1,E ⋅ 和 ( ),X ⋅ 是 Banach 空间。 
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定义算子 :T P X→  
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引理 1.4 [3] 设 Z Y⊆ 是一个有界集，若 

1) 对任意的 ( )u t Z∈ ，
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u t

tα −+
在 [ )0,+∞ 的任意紧区间上是等度连续的； 

2) 给定 0ε > ，存在常数 ( ) 0T T ε= > ，使得对任意的 1 2,t t T≥ 及 ( )u t Z∈ 有： 

( ) ( )1 2
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1 21 1
u t u t

t tα α ε− −− <
+ +  

均成立，则 Z 是一个相对紧集。 
引理 1.5 [2] 设 K 是 Banach 空间 X 中的闭锥， 1D ， 2D 是 K 中的有界开集， 1 2D D⊂ ，设 2:F D K→

全连续，并且满足下列条件之一： 
1) ( )F x x≤ , 1x D∀ ∈∂ , ( )F x x≥ , 2x D∀ ∈∂ ; 

2) ( )F x x≤ , 2x D∀ ∈∂ , ( )F x x≥ , 1x D∀ ∈∂ ; 

则 F 在 2 1\D D 上必有不动点。 
定义 1.3 [2] 设 E 为 Banach 空间，P 为 E 中的锥，称映射 [ ): 0,Pψ → +∞ 为锥 P 上的一个连续凹泛
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函，如果ψ 对任意的 ,x y P∈ ， [ )0,1t∈ ， 

( )( ) ( ) ( ) ( )1 1tx t y t x t yψ ψ ψ+ − ≥ + − . 

对于 , , 0a b c > 定义 cP ， cP ， ( ), ,P a bψ 如下， 

{ }|cP x P x c= ∈ < , 
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( ) { }, , | ( ),P a b x P a x x bψ ψ= ∈ ≤ ≤ . 

引理 1.6 [2] (Leggett-Williams 不动点定理)设 : c cT P P→ 是全连续算子， ( )xψ 为 P 上的非负连续凹泛
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所以， ( )1 2,T u u P∈ 。 

2) T 是 P P→ 连续的。 
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1 1 111
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t
T u u

α

α

α

+

+

+

+∞

−→+∞ →+∞ ∈

+∞

− →+∞∈

+∞

−
∈

=
+

=
+

=
+

=

∫

∫

∫

, 

所以 ( ) ( )1 2 1 2 1
, , 0i n n iT u u T u u− → ， n → +∞， 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2

1 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1 21 1

, ,

, , , , 0,
n n

n n n n

T u u T u u

T u u T u u T u u T u u n

−

= − + − → → +∞
. 

T 是 P P→ 连续的。 
3) :T P P→ 是相对紧的。 
设Ω是 P 中的有界集，对任意的 ( )1 2,u u ∈Ω，则存在 1 2, 0r r > ，使得 1 11u r≤ ， 2 21u r≤ 。 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )
1 2

1 2 1 211 0

1 210

1

,0

,
, sup , , d

1
,

sup , , d
1

1 d

i i i
t R

i i
t R

i r r i

G t s
T u u a s f s u s u s s

t
G t s

a s f s u s u s s
t

a s s s

α

α

α βξη
α

+

+

+∞

−
∈

+∞

−
∈

+ −
+∞

=
+

≤
+

 
≤ + Φ < +∞  Γ ∆ 

∫

∫

∫

, 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 21 1
, , ,T u u T u u T u u= + < +∞，即TΩ有界。 

0 0N∀ > ， [ ]00, N 为 R+中的紧区间。因
( )

1

,
1
G t s

tα −+
在 ( ) ( ], 0,t s N R+∈ × 上一致连续，假设 [ ]1 2 0, 0,t t N∈ ，

1 2t t> ， 1 2t t δ− < ，有 

( ) ( )1 2
1 1

1 2

, ,
1 1
G t s G t s

t tα α ε− −− <
+ +

. 
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( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )
1 2

1 2 1 1 2 2
1 1

1 2

1 2
1 2 1 21 10 0

1 2

1 2
1 21 10

1 2

,0

, ,
1 1

, ,
, , d , , d

1 1

, ,
, , d

1 1

d

i i

i i i i

i i

i r r i

T u u t T u u t
t t

G t s G t s
a s f s u s u s s a s f s u s u s s

t t

G t s G t s
a s f s u s u s s

t t

a s s s

α α

α α

α α

ε

− −

+∞ +∞

− −

+∞

− −

+∞

−
+ +

= −
+ +

≤ −
+ +

≤ Φ

∫ ∫

∫

∫

, 

因此， iTΩ在 R+中的任意紧区间上等度连续，从而可得TΩ在 R+中的任意紧区间上等度连续。 

因(H1)成立， ( ) [ )
1 2

1
, 0,r r i

LΦ ∈ +∞ 有 ( )( ) ( )
1 2,0

di r r i
a s s s

+∞
Φ < +∞∫ ，故对任意的 0ε > ，存在 1 0L > 使

( )( ) ( )
1 21

, di r rL i
a s s s ε

+∞
Φ <∫ 。 

由于
1

1lim 1
1t

t
t

α

α

−

−→+∞
=

+
，故存在 2 0L > ，当 1 2 2,t t L> 时， 

1 1 1 1 1 1
1 2 2 1 1 2

1 1 1 1 1 1
1 2 2 1 1 2

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1

t t t t t t
t t t t t t

α α α α α α

α α α α α α ε
− − − − − −

− − − − − −

   
− = − − − ≤ − + − <   

+ + + + + +   
. 

( ) 1
1

1lim 1
1t

t L
t

α

α

−

−→+∞

−
=

+
，存在 3 1 0L L> > ，当 1 2 3,t t L> ，且 10 s L≤ ≤ 时， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 11
1 1 2 1 1 2 12

1 1 1 1 1 1
1 2 1 2 1 2

( )
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1
t s t s t s t L t Lt s

t t t t t t

α α α α αα

α α α α α α ε
− − − − −−

− − − − − −

− − − − −−
− ≤ − + − ≤ − + − <

+ + + + + +
 

取 { }0 2 3max ,L L L> ， 1 2 0,t t L> ，假设 1 2t t> ， 1 2t t δ− < ， 

( )( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

2

1

2

1 2 1 1 2 2
1 1

1 2
1 1

2 1
1 21 10

2 1

1
1

1 21
1

1 1
1 2

1 21 10
1 2

1 1
2 1

1
2

, ,
1 1

1 , , d
1 1

1 , , d
1

, , d
1 1

1 1

i i

t
i i

t
i it

i i

T u u t T u u t
t t

t s t s
a s f s u s u s s

t t

t s
a s f s u s u s s

t
t t a s f s u s u s s

t t
t t

t t

α α

α α

α α

α

α

α α

α α

α α

α

α

α
α β

ξ

− −

− −

− −

−

−

− −
+∞

− −

− −

−

−
+ +

− −
≤ −
Γ + +

−
+
Γ +
Γ +

+ −
∆ + +

+ −
∆ + +

∫

∫

∫

( ) ( ) ( ) ( )( )1
1 210

1

, , di is a s f s u s u s s
η α β

α η + −

− −∫

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

2

1 2 1 2

1

1 2 1 20

2

1 2 1 2

1 2

, ,0 0

1
, ,0

, ,0 0

1
,0

d d

1 d d

d d

d

t
i r r i r ri i

t
i r r i r rL i i

t
i r r i r ri i

i r r i

a s s s a s s s

a s s s s a s s s

a s s s a s s s

s a s s s

η α β

η α β

α β εε
α

ξε η
α

α β εε ε
α α
ξε η

+∞

+ −

+∞

+ −

Γ +
≤ Φ + Φ
Γ ∆

+ Φ + − Φ
Γ ∆

Γ +
≤ Φ + Φ +
Γ ∆ Γ

+ − Φ
∆

∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

∫
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所以，对任意的 0ε > ， ( )1 2,u u ∈Ω，存在一个充分大的 0N > ，当 1 2,t t N> 时，有 

( )( ) ( )( )1 2 1 1 2 2
1 1

1 2

, ,
1 1

i iT u u t T u u t
t tα α ε− −− <

+ +
, 

iT 在无穷远处等度收敛，从而可得 T 在无穷远处等度连续。 
故 T 是 P P→ 全连续的。证毕。 
(H2) 存在函数 ( )1 ,ib L R R+ +∈ ，函数 ( ),ih C R R R+ + +∈ × ， 1,2i = 使得 

( ) ( ) ( ), , ,i i if t u v b t h u v≤ , , ,t u v R+∈ , 

( )1
0

dis b s sα+∞ − < +∞∫ . 

下面给出一些记号: 

( )0

, 0

,
lim i

i u v

h u v
h

u v→
=

+
, 

( )
,

,
lim i

i u v

h u v
h

u v
∞

→+∞
=

+
, 

( )0

1, 0 ,

, ,
lim inf i

i
u v t k

k

f t u v
f

u v → ∈  

=
+

, 
( )

1, ,

, ,
lim inf i

i
u v t k

k

f t u v
f

u v
∞

 →+∞ ∈  

=
+

, 

( ) ( )1 11 ,

,
inf d

1
k

i i
t k k

k

G t s
N a s s

tα − ∈  

=
+∫ , 

( ) ( ) ( )( )
1

1
0

1 1 di i in a s b s s s
α β

αξη
α

+ −
+∞ − 

= + +  Γ ∆ 
∫ . 

定理 2.1 假设条件 (H0)， (H1)， (H2)成立，并且存在常数 im ， iM ，使得 1 1 2 2 1m n m n+ ≤ ，

( ) ( )1 1 2 2 1k M N k M Nη η+ ≥ ， 00 i ih m≤ < ， i iM f ∞< < +∞ ， 1, 2i = ，则边值问题(1.2)至少有一个解。 

证明：因 00 i ih m≤ < ，则存在一个正实数 ( )1 1 1δ δ < ，使得 

( ) ( )1 2 1 2,i ih u u m u u≤ + , 1 2 11 1u u δ+ ≤  

令 ( ) ( ){ }1 1 2 1 2 1, , ,u u P u u δΩ = ∈ < ，对任意的 ( )1 2 1,u u ∈∂Ω ， 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2
1 21 10

1

1 20

1

1 20

, ,
, , d

1 1
1 , , d

1 , d

i
i i

i i

i i i

T u u t G t s
a s f s u s u s s

t t

a s f s u s u s s

a s b s h u u s

α α

α β

α β

ξη
α

ξη
α

+∞

− −

+ −
+∞

+ −
+∞

=
+ +

 
≤ +  Γ ∆ 

 
≤ +  Γ ∆ 

∫

∫

∫
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( )

1
1 2 1

10

1
1

1 21 10

1 2

1 1 d
1

1 1 d

i i i

i i i

i i

u s u s
b s a s m s s

s

m b s a s s s u u

m n u u

α β
α

α

α β
α

ξη
α

ξη
α

+ −
+∞ −

−

+ −
+∞ −

  +
≤ + +  Γ ∆ + 

 
≤ + + +  Γ ∆ 
≤ +

∫

∫

 

即 ( ) ( )1 2 1 21 11
,i i iT u u m n u u≤ + 。 

所以， 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

1 2 1 1 2 2 1 21 1

1 1 1 2 2 2 1 21 1 1 1

1 2 1 21 1

, , ,

,

T u u T u u T u u

m n u u m n u u

u u u u

= +

≤ + + +

≤ + ≤

, 

即 ( ) ( )1 2 1 2, ,T u u u u≤ ， ( )1 2 1,u u ∈∂Ω 。 

因 i iM f ∞< < +∞ ，则存在正实数 2 1δ > ，使得 

( ) ( )1 2 1 2, ,i if t u u M u u≥ + , 
1 ,t k
k
 ∈   

, 1 2 2u u δ+ ≥ , 

令 ( ) ( ) ( )
2

2 1 2 1 2, , ,u u P u u
k

δ
η

  Ω = ∈ < 
  

，对任意的 ( )1 2 2,u u ∈∂Ω ， 

( ) ( ) ( )1 11 1, ,
min min

1
i

i i
t k t k

k k

u t
u t k u

tα
η−   ∈ ∈      

≥ ≥
+

, 

( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 21 11 ,
min

t k
k

u t u t k u uη
 ∈  

+ ≥ + , 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2
1 21 10

1 1 21

1 1 21

, ,
, , d

1 1
,

, , d
1

,
, d

1

i
i i

k
i i

k

k
i i

k

T u u t G t s
a s f s u s u s s

t t
G t s

a s f s u s u s s
t

G t s
a s M u s u s s

t

α α

α

α

+∞

− −

−

−

=
+ +

≥
+

≥
+

∫

∫

∫

 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 1 21 1 1

1 1 21 1 1

1 21 1

,
d

1
,

d
1

k
i i

k

k
i i

k

i i

G t s
k a s M u u s

t
G t s

k M a s s u u
t

k M N u u

α

α

η

η

η

−

−

≥ +
+

≥ +
+

≥ +

∫

∫  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 1 2 2 1 21 1

1 1 1 2 2 2 1 21 1 1 1

1 2 1 21 1

, , ,

,

T u u T u u T u u

k M N u u k M N u u

u u u u

η η

= +

≥ + + +

≥ + ≥

, 

即 ( ) ( )1 2 1 2, ,T u u u u≥ ， ( )1 2 2,u u ∈∂Ω 。 

从而根据引理 1.5 可知在集合 2 1\Ω Ω 中 T 至少有一个不动点，因此边值问题(1.2)至少有一个解。证

毕。 
定理 2.2 假设条件 (H0)， (H1)， (H2)成立，并且存在常数 id ， iD ，使得 1 1 2 2 1d n d n+ ≤ ，

( ) ( )1 1 2 2 1k D N k D Nη η+ ≥ ， 0 i ih d∞≤ < ， 0
i iD f< < +∞， 1,2i = ，则边值问题(1.2)至少有一个解。 

证明：因 0
i iD f< < +∞，则存在一个正实数 ( )3 3 1δ δ < ，使得 

( ) ( )1 2 1 2, ,i if t u u D u u≥ + , 
1 ,t k
k
 ∈   

, 1 2 31 1u u δ+ ≤ , 
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令 ( ) ( ){ }3 1 2 1 2 3, , ,u u P u u δΩ = ∈ < ，对任意的 ( )1 2 3,u u ∈∂Ω  

( ) ( ) ( )1 11 1, ,
min min

1
i

i i
t k t k

k k

u t
u t k u

tα
η−   ∈ ∈      

≥ ≥
+

, 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1 2
1 1 21 1

1 1 21

1 1 21 1 1

1 21 1

, ,
, , d

1 1
,

d
1

,
d

1

ki
i i

k

k
i i

k

k
i i

k

i i

T u u t G t s
a s f s u s u s s

t t
G t s

a s D u s u s s
t

G t s
k D a s s u u

t
k D N u u

α α

α

αη

η

− −

−

−

≥
+ +

≥ +
+

≥ +
+

≥ +

∫

∫

∫

, 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 1 2 2 1 21 1

1 1 1 2 2 2 1 21 1 1 1

1 2 1 21 1

, , ,

,

T u u T u u T u u

k D N u u k D N u u

u u u u

η η

= +

≥ + + +

≥ + ≥

, 

即 ( ) ( )1 2 1 2, ,T u u u u≥ ， ( )1 2 3,u u ∈∂Ω 。 

因 0 i ih d∞≤ < ，则存在一个正实数 0R ，使得 

( ) ( )1 2 1 2,i ih u u d u u≤ + , ( ) ( )1 2 0, ,u u R∈ +∞ , 

令 ( ) ( )
1 2 0 1 2,max ,i iu u Rq h u u≤= ， 

( ) ( )1 2 1 2,i i ih u u q d u u≤ + + , ( )1 2,u u P∈ , 

则存在一个正实数 ( )( ){ }1
4 3 1 1 2 2 1 1 2 2max 1, , 1q n q n d n d nδ δ −> + − − ，令 ( ) ( ){ }4 1 2 1 2 4, , ,u u P u u δΩ = ∈ < ，对

任意的 ( )1 2 4,u u ∈∂Ω  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2
1 21 10

1

1 20

1

1 20

, ,
, , d

1 1
1 , , d

1 , d

i
i i

i i

i i i

T u u t G t s
a s f s u s u s s

t t

a s f s u s u s s

a s b s h u s u s s

α α

α β

α β

ξη
α

ξη
α

+∞

− −

+ −
+∞

+ −
+∞

=
+ +

 
≤ +  Γ ∆ 

 
≤ +  Γ ∆ 

∫

∫

∫
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

1

1 20

1
1

0

1
1

1 21 10

1 d

1 1 d

1 1 d

i i i i

i i i

i i i

a s d s q d u s u s s

q a s d s s s

d a s d s s s u u

α β

α β
α

α β
α

ξη
α

ξη
α

ξη
α

+ −
+∞

+ −
+∞ −

+ −
+∞ −

 
 ≤ + + +    Γ ∆ 

 
≤ + +  Γ ∆ 

 
+ + + +  Γ ∆ 

∫

∫

∫
 

( ) ( )1 2 1 21 11
,i i i i iT u u d n u u q n≤ + + , 

所以， 
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( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( )

1 2 1 1 2 2 1 21 1

1 1 1 2 2 2 1 2 1 1 2 21 1 1 1

1 1 2 2
1 2 1 1 2 21 1

1 21 1

1 2 1 21 1

, , ,

,

T u u T u u T u u

d n u u d n u u q n q n

q n q nu u d n d n
u u

u u u u

= +

≤ + + + + +

 +
≤ + + +  + 
≤ + ≤

, 

即 ( ) ( )1 2 1 2, ,T u u u u≤ ， ( )1 2 4,u u ∈∂Ω 。 

从而根据引理 1.5 可知在集合 4 3\Ω Ω 中 T 至少有一个不动点，因此边值问题(1.2)至少有一个解。证

毕。 

定义泛函 ( ) ( ) ( )1 2
1 11 1

min min
1 1t k t k

k k

u t u t
u

t tα αψ − −
≤ < ≤ <

= +
+ +

 ( )( )1 2,u u u= ，则 ( )uψ 为非负连续凹泛函。 

( ) ( )
1

0

12 diE a s s
α βξη

α

+ −
+∞ 

= +  Γ ∆ 
∫ , ( ) ( ) ( )110

,
2 sup d

1t R

G t s
e k a s s

tα
η

+

+∞

−
∈

=
+∫  

定理 2.3 假设条件(H1)成立，并且存在常数 0 a b d c< < < ≤ ，使得 

(H3) ( ) ( )( )1 2
1 2, 1 , 1i

cf t t u t u
E

α α− −+ + < , ( ) [ ) [ ) [ )1 2, , 0, 0, 0,t u u c c∈ +∞ × × ; 

(H4) ( ) ( )( )1 2
1 2, 1 , 1i

bf t t u t u
e

α α− −+ + > , ( ) [ ) [ )1 2
1, , , , ,t u u k b c b c
k
 ∈ × × 

; 

(H5) ( ) ( )( )1 2
1 2, 1 , 1i

af t t u t u
E

α α− −+ + < , ( ) [ ) [ ) [ )1 2, , 0, 0, 0,t u u a a∈ +∞ × × ; 

则边值问题(1.2)至少有三个正解。 
证明 令 ( )1 2, cu u P∈ ，则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

1 2 1 211 0

1 210

1

0

,
, sup , , d

1
,

sup , , d
1

1 d
2

i i i
t R

i i
t R

i

G t s
T u u a s f s u s u s s

t
G t s

a s f s u s u s s
t

c ca s s
E

α

α

α βξη
α

+

+

+∞

−
∈

+∞

−
∈

+ −
+∞

=
+

≤
+

 
< + ≤  Γ ∆ 

∫

∫

∫

, 

( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 1 21 1
, , ,T u u T u u T u u c= + < ，所以 : c cT P P→ ，同理可得 : a aT P P→ 引理 1.8 中条件(2)满足，

类似引理 2.1 的证明可得 T 是 c cP P→ 全连续的。 

取 ( ) ( )11
4i

b du t tα∗ −+
= + ， 1 21 1 2

b du u u d∗ ∗ ∗ +
= + = < ，并且 

( ) ( ) ( )1 2
1 11 1

min min
21 1t k t k

k k

u t u t b du b
t tα αψ

∗ ∗
∗

− −
≤ < ≤ <

+
= + = >

+ +
, 

所以 ( ) ( ){ }, , |u K b d u bψ ψ∈ > ≠ ∅。 

若 ( ), ,u K b dψ∈ ，则 ( ) ( ) ( )1 2
1 11 1

min min
1 1t k t k

k k

u t u t
c u b

t tα αψ − −
≤ < ≤ <

≥ = + ≥
+ +

，则 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2
1 11 1

1 1 1 2101

2 2 1 2101

1 1 1 210 1

2 2 1 210 1

min min
1 1

,
min , , d

1

,
min , , d

1

,
min , , d

1

,
min , , d

1

t k t k
k k

t k
k

t k
k

t k
k

t k
k

Tu t Tu t
Tu

t t

G t s
a s f s u s u s s

t

G t s
a s f s u s u s s

t

G t s
a s f s u s u s s

t

G t s
a s f s u s u s s

t

α α

α

α

α

α

ψ − −
≤ < ≤ <

+∞

−
≤ <

+∞

−
≤ <

+∞

−
≤ <

−
≤ <

= +
+ +

=
+

+
+

≥
+

+
+

∫

∫

∫

+∞

∫
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

1 1 1 210

2 2 1 210

110

,
sup , , d

1
,

sup , , d
1

,
2 sup d

1

t R

t R

t R

G t s
k a s f s u s u s s

t
G t s

k a s f s u s u s s
t

G t s bk a s s b
et

α

α

α

η

η

η

+

+

+

+∞

−
∈

+∞

−
∈

+∞

−
∈

≥
+

+
+

≥ >
+

∫

∫

∫
 

则 ( )Tu bψ > ， ( ), ,u K b dψ∀ ∈ 引理 1.8 中条件(1)满足。 

假设 ( ), ,u K b cψ∈ 则 ( )u bψ ≥ ，u c≤ ，所以
( ) ( )1 2

1 11 1
min min

1 1t k t k
k k

u t u t
b c

t tα α− −
≤ < ≤ <

≤ + ≤
+ +

，由前面的得 ( )Tu bψ > ，

引理 1.8 中条件(3)满足。 
根据引理 1.6 可知 T 在 cP 中至少有三个不动点，因此边值问题(1.2)至少有三个正解。证毕。 

4. 例子 

考虑下面边值问题： 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

5
22

1 1 20
5 3
2 2

2 1 20
2 2

1 1 1 10 0
3 3

1 12 2
1 1 2 20 0

e 0, ,

e 0, ,

0 0 0 0 0 0,

2 1 , 2 1 .

t

t

D u t u t u t t R

D u t u t u t t R

u u D u D u

D u I u D u I u

α α

+

+

+ +

+ +

− +

− +

− −


+ + = ∈


 + + = ∈

 ′= = = =



+∞ = +∞ =

，

 

式中 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
1 1 2 1 2, ,f t u t u t u t u t= + , ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

3
2

2 1 2 1 2, ,f t u t u t u t u t= + , ( ) ( )1 2 e ta t a t −= = , 

2ξ = , 1η = , 1β = , ( ) ( )1 2 e tb t b t −= = , ( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
1 1 2 1 2,h u t u t u t u t= + , 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
3
2

2 1 2 1 2,h u t u t u t u t= + , 

常数 1 2, 0r r > ，取 ( ) ( ) ( )
1 2

2 2
, 1 21 1 e t

r r t r r t −Φ = + + + ，取 2k = 则 ( ) 0.01632kη ≈ 。 

由于 0.98iN ≈ ， 0.944in ≈ ，取 34iM = ， 0.4im = ，则满足定理 2.1 中的条件，所以由定理 2.1 可知
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边值问题至少有一个解。 
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