
Pure Mathematics 理论数学, 2019, 9(3), 441-447 
Published Online May 2019 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/pm 
https://doi.org/10.12677/pm.2019.93059   

文章引用: 霍展福, 符子晴. 类帐篷映射上的链回归点集研究[J]. 理论数学, 2019, 9(3): 441-447.  
DOI: 10.12677/pm.2019.93059 

 
 

Research on Chain Regression Point Set on 
Tent-Like Mapping 

Zhanfu Huo, Ziqing Fu 

School of Mathematics and Information Science, Guangxi University, Nanning Guangxi 

 
 
Received: Apr. 29th, 2019; accepted: May 9th, 2019; published: May 24th, 2019 

 
 

 
Abstract 

The study of chain regression points of continuous self-mapping on metric space has always been 
an important part of topological dynamical system. This paper mainly studies the dynamic prop-
erties of continuous mapping on compact metric, focusing on the characteristics of chain regres-
sion points of tent-like mapping. 
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摘  要 

一直以来，对度量空间上连续自映射的链回归点研究是拓扑动力系统的一个比较重要的内容。本文主要

研究紧致度量上连续映射的动力性质，重点研究了类帐篷映射的链回归点的特征。 
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1. 引言与预备知识 
定义 1.1 [1] 我们把正整数集记为 Z+ ， { }0N Z+= ∪ 称为自然数集。 

定义 1.2 [2] 设 X 是一个集合，记刻划 X 中所含元素数量的概念为基数，记为 ( )# A ．如果 X 是空集

或者存在正整数 n Z+∈ ，使得集合 n Z+∈ 和集合{ }1,2, , n
之间有一个一一映射，则称集合 X 是一个有限集。 

定义 1.3 [3] 在度量空间 ( ),X ρ 中，定义公式 ( ) ( ){ }, ,B x y x yε ρ ε= < 为 x 的一个 ε -邻域。 

定义 1.4 [4] 设 ,X Y 是两个度量空间， 0: ,f X Y x X→ ∈ 。若对于 ( )0f x 的任何一个球形邻域

( )( )0 ,B f x ε ，存在 0x 某一个球形邻域 ( )0 ,B x δ ，使得 ( )( ) ( )( )0 0, ,f B x B f xδ ε⊂ ，则称 f 在点 0x 处连续。

若 f 在 X 的每一点处都连续，则称 f 是一个连续映射。 
定义 1.5 [5] 设 ( ),X f 为动力系统， x X∈ ，称集合 ( ) ( ) ( ){ }2, , , , ,nx f x f x f x  为 x 在 f 之下的轨

道，记为 ( ),O x f 或 ( )orb x 。 

定义 1.6 [6] 设 ( ),X f 为动力系统。对 x X∈ ，如果对任意 0ε > ，存在自然数 m 和有限点列

0 1, , , mx x x X∈ ，使得 0 mx x x= = 且 ( )( )1, , 0,1, 2, , 1i if x x i mρ ε+ < = − ，则称此点列是从 0x 到 mx 的一个

ε 链，则称点 x X∈ 为 f 的一个链回归点，f 所有的链回归点构成的集合称为链回归点集，记为 ( )CR f 。 

定义1.7 [7] 设 :f X X→ 是集合X到自身的一个映射，记“ 0 1 2 1, , , , n nf id f f f f f f f f −= = = =  
”

其中 id 表示恒同映射，我们称 nf 为 f 的 n 次迭代。 
定义 1.8 [8] 我们把类帐篷映射定义为： 

( ),

1 0

1 1
1 1

t

x x t
tg x
x t x

t t

λ

λ λ− + ≤ ≤= 
 + ≤ ≤
 − −  

当 0t = 时， ( ), 1tg x xλ = − + ，当 1t = 时， ( ) ( ), 1t xg x xλ λ= − + 。记 ta 为 ( ),tg xλ 的不动点，记 1k 为

( ),tg xλ 在 [ ]0, t 上的斜率， 2
1

1
k

t
= −

−
为 ( ),tg xλ 在 [ ],1t 上的斜率。 [ ]0,Uδ δ− = 。本节主要讨论

10
2

t< ≤ 时

的情形，当 0 tλ≤ ≤ 时，记
1

2ta
t

=
−

，
( )( )

2 2
1 2t
t t ta

t
λ λ
λ

+ −′ =
− −

，则 ( ) ( ), ,t t t t tg a g a aλ λ ′= = ，且 0 1t ta t a′≤ ≤ ≤ ≤ 。 

2. 相关引理 

引理 2.1：对任意的 0 1,0 1tλ≤ ≤ < < ，及 ( ),t tU a aδ δ= − + ，若 t U∈ ，则 ( ) [ ]2
, 0,1tg Uλ = 。 

证 明 ： 因 为 t U∈ ， 所 以 ( ) ( ), ,1 t tg t g Uλ λ= ∈ ， ( ) ( )2
, ,0 1t tg g Uλ λ= ∈ ， 而 ( ),t t tg a aλ = ， 所 以

( ) [ ]2
, 0,t tg U aλ ⊃  (*)。另一方面，因为 ( ),t tt U a aδ δ∈ = − + ，令 2 tt a t′ = − 。所以 t U′∈ 且 t tt a a t′ − = − 。

因为 ( ) ( ) ( )( ),,1 , , , ,t t tt a a t g tλ′ ′ 在同一条直线上
( ),1 t tt

t t

g t aa
t a t a

λ ′ −−
=

′− −
，所以，我们可得 

( ),
12 1 2 1

2 2t t
tg t a t

t tλ ′ = − = ⋅ − = <
− −

，由 ( ),t t tg a aλ = 得 ( ),tt g Uλ∈ 从而 ( )2
,1 tg Uλ∈ 。同样由 ( ),t t tg a aλ =
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得 ( ) [ ]2
, ,1t tg U aλ ⊃  (**)。所以由(*)，(**)得， ( ) [ ]2

, 0,1tg Uλ ⊃ 。 

引理 2.2：对任意的 0 1,0 1tλ≤ ≤ < < ，及 ( ),t tU a aδ δ= − + ，存在 n N∈ ，使 ( ) [ ], 0,1n
tg Uλ = 。 

证明：若 t U∈ ，则由引理 2.1 知 ( ) [ ]2
, 0,1tg Uλ = ，若对某一个 0n ≥ ，当 0 i n≤ ≤ 时， ( ),

i
tt g Uλ∉ ，当

0 i n≤ ≤ 时， ( ) ( ], ,1i
tg U tλ ⊂ 且 ( )0,1ix∃ ∈ 使得 ( ) ( ), ,i

t t i t ig U a x a xλ = − + 且 

( ) ( )( ) ( )1
, , , ,

1
1

i i i
t t t tg U g g U g U

tλ λ λ λ
+ = =

−
。所以 ( ),

1 1 2
1 1

n n
n
tg U U

t tλ δ   = = ⋅   − −   
因为 

1lim 2
1

n

n t
δ

→∞

  ⋅ = +∞ − 
，所以若不存在 n，使得 ( ),

n
tt g Uλ∈ ，则 ( ),lim n

tn
g Uλ→∞

= +∞，这与 ( ) [ ], 0,1n
tg Uλ ⊂ 矛

盾。所以存在 0n N∈ ，使得 ( )0
,

n
tt g Uλ∈ 且当 0i n< 时， ( ),

n
tt g Uλ∉ 。记 ( ) ( )0

0 0

1
, 1 1 1,n

t t n t ng U U a x a xλ
−

− −= = − + 。

所以 ( ), 1tt g Uλ∈ 。因为 ta t> ，所以存在 1 1t U∈ ，且 1 tt a> ，使得 ( ), 1tg t tλ = 。 ( )2
, 1tg tλ = ， ( )3

, 0tg tλ =  (1)。

由于 1U 是 ta 的
0 1nx − 邻域，所以存在 ( )02 1,t n tt a x a−∈ − 。使得 1 2 2 tt t a+ = ，即 2 1t ta t t a− = − ，所以

( ) ( ), 2 , 1

2 1

t t t t

t t

g t a g t a
t a t a
λ λ− −

=
− −

。 

因为 ( ) ( )( ) ( ) ( ), 2 , 1 , 11t t t t t t tg t a g t a a g t a tλ λ λ− = − × − = − = − 。所以 ( ), 2 2t t tg t a t aλ = − >  

( ) ( ), 2 , 1

1 1 1

1 1
1

t t t tt

t t t

g t a a g ta t
t a t a t a t
λ λ− −−

= = = >
− − − −

。因为 ( ), 2 1tg t tλ > ，所以存在 ( )3 2 , tt t a∈ ，使得 ( ), 3 1tg t tλ = ，

所以 ( ) ( )2
, 3 , 1t tg t g t tλ λ= = ， ( )3

, 3 1tg tλ =  (2)，由(1)，(2)知 [ ]( ) [ ]3
, 3 1, 0,1tg t tλ = 所以 

( ) ( )( ) ( ) [ ]( ) [ ]0 02 13 3 3
, , , , 1 , 3 1, 0,1n n

t t t t tg U g g U g U g t tλ λ λ λ λ
+ −= = ⊃ = ，证明完毕。 

命题 2.1：对任意的 0 1,0 1tλ≤ ≤ < < ，及 [ ]0,1x∈ ，存在从 ta 到 x 的关于 ,tg λ 的 ε 链。 

证明：设 ( ),t tU a aε ε ε= − + ，由引理 2.2，存在 n，使得 ( ) [ ], 0,1n
tg Uλ ε = 所以存在 1x Uε∈ ，使得

( ), 1
n
tg x xλ = ，记 ( )1

0 , 1, , 2,3, , 1i
t i tx a x g x i nλ

−= = = + 。则 0 1 2 1, , , ,t nx a x x x x+= = 是一条从 ta 到 x 的关于 ,tg λ

的 ε 链。 

引理 2.3：对任意区间 U，若 t U∈ ，则 ( ),tg U k Uλ ≥ ，其中 1 2

1 2

k k
k

k k
=

+
。 

证明：不妨设 [ ],U a b= ，则 ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,[ , ] , ,1t t t tg a t g a g t g aλ λ λ λ   = =    ， 

[ ]( ) ( ) ( ) ( ), , , ,, , ,1t t t tg t b g b g t g bλ λ λ λ   = =   ，所以 ( ) ( ) ( )( ), , ,max 1 ,1t t tg U g a g bλ λ λ= − − ，又 

( ) ( ) ( ) ( ), 1 , 21 ,1t tg a k t a g b k b tλ λ− = − − = − 。若 ( ) ( )1 2k t a k b t− ≤ ⋅ − 。则 2 1

1 2

k b k a
t

k k
+

≤
+

，因而 

( ) ( )1 2
2

1 2

k k
k b t b a

k k
− ≥ −

+
。若 ( ) ( )1 2k t a k b t− ≥ − ，则 2 1

1 2

k b k a
t

k k
+

≥
+

，同样有 

( ) ( )1 2
1

1 2

k k
k t a b a

k k
− ≥ −

+
，由此可得

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )

, , , 1 2

1 2 1 2

1 2 1 2

max 1 ,1 max ,t t tg U g a g b k t a k b t

k k k k
b a U k U

k k k k

λ λ λ= − − = − −

≥ − = =
+ +

。 

命题 2.2：设
10 ,0
2

t tλ< < ≤ ≤ ，若 U 为一个区间满足 [ )0,U t⊂ 且当 1, 2,3i = 时， ( ),, i
t t ta a g Uλ′ ∉ 。

则 ( )3
,tg U m Uλ ≥ ，其中

34 1min ,
3

tm
t

 − =      
。 
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证明：不妨设 [ ],U a b= ，则 ( ) ( ) ( ), , ,,t t tg U g a g bλ λ λ =  且 ( ), 1tg U k Uλ =  

情形 1： ( ),tt g Uλ∈ 。此时由引理 2.3 ( ) ( )2
, , 1t tg U k g U kk Uλ λ≥ = ，此时 ( ) [ ]2

, ,1tg U cλ = ，其中 

( ) ( )( )2 2
, ,min ,t t tc g a g b aλ λ= > 。所以 ( ) ( )3 2

, 2 , 1 2t tg U k g U kk k Uλ λ= ≥  

( )
2

2
1 2

1 2
1 2

1 1
1

1 1
1

k k t tkk k
k k

t t

λ

λ

− ⋅ − = =
−+ +

−

，所以 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
2 2

2 2
2 2

1 2

1 1 11 1 11 1
11 1

t t t t
t t t t

kk k
λ

λλ λ

− − + −
= = − + −

−− −
。 

显然上式关于 λ 单调增加，
10
2

tλ≤ ≤ ≤ 。 

所以 ( )
( )

( ) ( )
2

2 2
2

1 2

1 1 11 1 1
1 11

tt t t t t t
kk k t tt

≤ − + − = − +
− −−

。 

因为
10
2

t< ≤ ，所以 ( ) 11
4

t t− ≤ ，另一方面，当
10
2

t< ≤ 时，
2

1
t

t−
关于 t 单调增加，所以 

2

2
1

12
11 21
2

t
t

 
 
 ≤ =

− −
，因为

1 2

1 1 1 3
4 2 4kk k

≤ + = ，所以 1 2
4
3

kk k ≥ ，即有 ( )3
,

4
3tg U Uλ ≥ 。 

情形 2，若 ( ) ( ], ,1tg U tλ ⊂ ，则 ( ) ( )2
, 2 , 1 2t tg U k g U k k Uλ λ= = ，进一步 ( ) ( ), ,t tg U t aλ ⊂ ，则

( ) ( ]2
, 1,1tg U xλ ⊂ 且 ( ) ( )3 2 2

, 2 , 1 2t tg U k g U k k Uλ λ= = ， 若 ( ) ( ], ,1t tg U aλ ⊂ ， 则 ( ) [ )2
, ,t tg U aλ λ ′⊂ ， 且

( ) ( )3 2 2
, 1 , 1 2t tg U k g U k k Uλ λ= = ，因为 1 2

1 1 1tk k
t t t

−
= ⋅ ≥ ，所以 2 2

1 2 1 2
1 1 1 14, 2

1
tk k k k

t t t t
−

≥ ⋅ ≥ ≥ ⋅ ≥
−

，所

以 ( )3
, 2tg U Uλ ≥ 。 

情形 3，若 ( ),
1,
2tg Uλ λ ⊂  

。则 ( ) ( )2 2
, 1 , 1t tg U k g U k Uλ λ= = 。 

进一步，若 ( ) [ )2
, ,tg U tλ λ⊂ ，则 ( )

3
3 3
, 1

1
t

tg U k U U
tλ
− = ≥  

 
。 

若 ( ) ( ]2
, ,1tg U tλ ⊂ ，则 ( )3 2

, 1 2 2tg U k k U Uλ = ≥ 。 

若 2
,tt g λ∈ ，则由引理 2.3， ( )

3
1 23

,
1 2

t

k k
g U U

k kλ ≥ ⋅
+

。 

此时存在 [ ) ( )1 20, , 0,x t x t∈ ∈ ，使得 2 1 2
1 1,x x t x

t t
λ λλ λ− −

= + = + ，即有 

1
1 1 x t

t t
λ λ λ λ− − + + = 
 

，所以
2

1
1 1x t

t t
λ λ λ λ− −  + + = 

 
，因为

1 0
t
λ λ λ−
⋅ + ≤ ，即 2 2 0t tλ λ λ− + − ≥ ，

所以
( )2 21 1 4

2
t t t

λ
+ − + −

< 或
( )2 21 1 4

2
t t t

λ
+ + + −

> 。 

因为此时 tλ > ，所以
( )2 21 1 4

2
t t t

λ
+ + + −

>  (舍去)。 
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所以

( )
( )

2 2

2 2

1

1 1 4
1 1 1 41 2

2

t t t
t t t

k
t t t
λ

+ − + −
− − + + −−

= > = 。 

考虑当
10
2

t< ≤ 时， ( ) ( )
2

2 2 2 1 41 4 3 2 1 3
3 3

t t t t t tγ  = + − = − + + = − − + 
 

。 

当
10
2

t< ≤ 时， ( ) ( )0 1tγ γ> = ，所以 1
2 1 1 3
2 2 2

tk
t t
−

> = − ≥ 。从而 2
1

9
4

k > 。 

又当 1 2k k≥ 时， 1 2 1 2 2

1 2 1

1
2 2

k k k k k
k k k

≥ = ≥
+

，当 1 2k k< 时， 1 2 1 2 1

1 2 2

3
2 2 4

k k k k k
k k k

≥ = >
+

。 

因为
3
1 2 1 22

1
1 2 1 2

9 3 27
4 4 16

k k k k
k

k k k k
= ⋅ > × =

+ +
，所以 ( )3

,
27
16tg U Uλ ≥ 。 

取

34 1 27min , 2, ,
3 16

tm
t

 − =      
，则 1m > ，且由情形 1~3 知 ( )3

,tg U m Uλ ≥ 。 

命题 2.3：设
10 ,0
2

t tλ< < ≤ < ，若 U 为一个区间满足 ( ],1tU a⊂ ，且 ( ),, , 1, 2,3i
t t ta a g U iλ′ ∉ = 则

( )3
,

4
3tg U Uλ ≥ 。 

证明：因为 ( ],1tU a⊂ ，所以 ( ) [ ), 0,t tg U aλ ′⊂ 且 ( ), 2tg U k Uλ = ，从而 

( ) ( )2
, 1 , 1 2t tg U k g U k k Uλ λ= = . 

情形 1 ( ) [ )2
, ,tg U tλ λ⊂ ，则 ( ) ( )3 2 2

, 1 , 1 2t tg U k g U k k Uλ λ= = ，因为 
2 2 2 2

2
1 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 12 2
1 1 2 4 2 4

t tk k
t t t t t tt t
λ− − −       = ⋅ ≥ ⋅ = = − = − − ≥ − − =       − −         

所以 ( )3
, 2tg U Uλ ≥ 。 

情形 2 ( ) ( ]2
, ,1tg U tλ ⊂ ，则 ( ) ( )3 2 2

, 2 , 1 2t tg U k g U k k Uλ λ= = 。 

因为
( )

2 2
2

1 2
1 1 1 1 1 4

1 1 1
tk k

t t t t t t
λ− −   = ⋅ ≥ ⋅ = ≥   − − −   

，所以 ( )3
, 4tg U Uλ ≥ 。 

情形 3 ( )2
,tt g Uλ∈ ，此时由引理 2.3 知， ( ) ( )

2 2
1 23 2 1 2

, ,
1 2 1 2

4
3t t

k k k kg U g U U U
k k k kλ λ≥ = ≥
+ +

 

由情形 1~3 知 ( )3
,

4
3tg U Uλ ≥ 。 

命题 2.4：设 10 ,0
2

t tλ< < ≤ < ，U 为一个区间满足： ( ),t tU a a′⊂ 且
1
2

U∉ 。 1,2,3i∀ = ， ( ),, i
t t ta a g Uλ′ ∉ ，

则 ( )3
,

4
3tg U Uλ ≥ 。 

证明：由引理 2.3， ( ) 1 2
,

1 2
t

k k
g U U

k kλ ≥
+

且存在 tc a> ，使得 ( ) [ ], ,1tg U cλ = ，所以 

( ) ( )2
, 2 ,t tg U k g Uλ λ= 且 ( ) [ )2

, 0,t tg U aλ ′⊂ ，所以 

( ) ( ) ( )
22

1 23 2
, 1 , 1 2 ,

1 2

4
3t t t

k k
g U k g U k k g U U U

k kλ λ λ= = ≥ ≥
+

. 
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命题 2.5：设
10 ,0
2

t tλ< < ≤ < ，U 为一个区间满足： ( ), tU t a⊂ 且 1,2,3i∀ = ， ( ),, i
t t ta a g Uλ′ ∉ ，则

( )3
, 4tg U Uλ ≥ 。 

证明：在命题条件下，我们有 ( ), 2tg U k Uλ = 且 ( ) ( ], ,1t tg U aλ ⊂ ，因为 

( ) ( ) ( )2 2
, 2 , 2t tg U k g U k Uλ λ= = 且 ( ) ( ]2

, 0,t tg U aλ ′⊂ ，所以 ( )3 2
, 1 2tg U k k Uλ = 。由命题 2.3 的证明过程知

( )3
, 4tg U Uλ ≥ 。 

命题 2.6：设
10 ,0 ,0 1
2

t tλ δ< < < < < < 。则存在 n N∈ 。使得 ( ),
n

t ta g Uλ δ
−∈ 。 

证明：若结论不成立。则对于任意的 n N∈ 。 ( ),
n

t ta g Uλ δ
−∉ ， ( ),

n
t ta g Uλ δ

−′ ∉ 。对每一个 n N∈ ， ( ),
n
tg Uλ δ

−

有下列五种情况： 
① ( ) [ ), 0,n

t tg U aλ δ
− ′⊂ ；② ( ) ( ), ,n

t tg U a tλ δ
− ′⊂ ；③ ( ) ( ), ,n

t tg U t aλ δ
− ⊂ ；④ ( ) ( ], ,1n

t tg U aλ δ
− ⊂ ； 

⑤ ( ) ( ), ,n
t t tg U a aλ δ

− ′⊂ 且 ( ),
n
tt g Uλ δ

−∈ ； 

针对情形①②，我们由命题 2.2 得 ( ) ( )3
, ,

n n
t tg U m g Uλ δ λ δ
+ − −≥  

针对情形③，我们由命题 2.5 得 ( ) ( )3
, ,4n n

t tg U g Uλ δ λ δ
+ − −≥  

针对情形④，我们由命题 2.3 得 ( )3
,

4
3

n
tg U Uλ δ
+ − ≥  

针对情形⑤，我们由命题 2.4 得 ( )3
,

4
3

n
tg U Uλ δ
+ − ≥  

因此，任意的 n， ( )3
,

n
tg U m Uλ
+ ≥ ，

34 1min ,
3

tm
t

 − =      
且 1m > 。所以 ( ),lim n

tn
g Uλ→∞

= +∞，这与

( ) [ ], 0,1n
tg Uλ ⊂ 矛盾.所以结论成立，即存在 n N∈ ，使得 ( ),

n
t ta g Uλ δ

−∈ 。 

命题 2.7：对对任意的非退化闭区间 U，当 0 tλ< < 时，存在无穷多个 n N∈ 使得 ( ),
n
tt g Uλ∈ 。 

证明：若结论不成立，则存在 0N ，对任意的 0n N≥ 我们有 ( ) [ ), 0,n
tg U tλ ⊂ 或 ( ) ( ], ,1n

tg U tλ ⊂ 若

( ) [ ), 0,n
tg U tλ ⊂ 则 ( ) ( )1

, 1 ,
n n
t tg U k f Uλ λ
+ = ，若 ( ) ( ], ,1n

tg U tλ ⊂ 则 ( ) ( )1
, 2 ,

n n
t tg U k g Uλ λ
+ = ，令 ( )1 2min ,tk k k=

于是对于任意的 0n N≥ ，我们有 ( ) ( )1
, ,

n n
t t tg U k g Uλ λ
+ ≥ ，从而 ( ),lim n

tn
g Uλ→∞

= +∞，矛盾。 

命题 2.8：设
10 , ,0 1
2

t tλ δ< < = < < 。则存在 n N∈ 。使得 ( ),
n

t ta g Uλ δ
−∈ 。 

证明：若结论不成立，则对任意的 n N∈ ， ( ),
n

t ta g Uλ δ
−∉ ， ( ),

n
t ta g Uλ δ

−′ ∈ ，有前面引理知，存在 0n N∈ ，

使得 ( )0
,

n
tt g Uλ δ

−∈ ，所以 ( )0 1
,1 n

tg Uλ δ
+ −∈ ， ( )0 2

,0 n
tg Uλ δ

+ −∈ ， ( )0 3
,

n
tt g Uλ δ

+ −∈ ， ( )0 4
,1 n

tg Uλ δ
+ −∈ ， ( )0 5

,0 n
tg Uλ δ

+ −∈ ，

( )0 6
,

n
tt g Uλ δ

+ −∈ ，归纳得 ( )0 3 1
,1 n n

tg Uλ δ
+ + −∈ ， ( )0 3 2

,0 n n
tg Uλ δ

+ + −∈ ， ( )0 3
,

n n
tt g Uλ δ

+ −∈ ， 1,2,n = 因为任意的 n N∈ ，

( ),
n

t ta g Uλ δ
−∉ ， ( ),

n
t ta g Uλ δ

−′ ∈ ，所以 ( ) ( ]0 3 1
, ,1n n

t tg U aλ δ
+ + − ⊂ ， ( ) [ )0 3 2

, 0,n n
t tg U aλ δ

+ + − ′⊂ ， ( ) [ )0 3
, ,n n

t tg U t aλ δ
+ − ⊂ 。

所以任意的 0n n≥ ， ( ) ( )3 2
, 1 2 ,

n n
t tg U k k g Uλ δ λ δ
+ − −= 因为 1 2

1 1,
1

tk k
t t
−

= =
−

，所以
( )

2
1 2

1 4
1

k k
t t

= ≥
−

，所以

( ) ( )3
, ,4n n

t tg U g Uλ δ λ δ
+ − −≥ 所以 ( ),lim n

tn
g Uλ δ

−

→∞
= +∞，矛盾。所以结论成立。 

命题 2.9：设
10 ,0 , 0
2

t tλ ε< < < ≤ ∀ > ， [ ]0,1x∈ ，存在从 x 到 ta 的关于 ,tg λ 的 ε 链。 

证明：由 ,tg λ 的连续性知，对任意的 0ε > ，存在 ( )0δ δ ε< < ，当 ( ),d x y δ< 时， ( ) ( )( ), ,,t td g x g yλ λ ε< 。
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由引理命题 2.6 和命题 2.7 知：任意满足 [ ] [ ], 0,1t ta aδ δ− + ⊂ 的正数 δ ，存在 3n N∈ ，使得

( ) [ ]3
, , ,, 0,1n

t t tg a aλ λ λδ δ − + =  。所以，对任意的 [ ]0,1x∈ ，总存在 [ ],t tx a aδ δ′′′∈ − + 使得 ( )3
,

n
tg x xλ ′′′ = 则对

于链 ( ) ( ) ( )3
3 3

12
0 1 , 2 , 1 ,, , , , ,n

t t n t n tc x c g x c g x g g x c aλ λ λ
−

−′′′ ′′′ ′′′= = = = = ，有 

( )( ) ( ) ( )( )
3 1

, 1 , ,
0

, ,
n

t i i t t t
i

d g c c d g a g xλ λ λ ε
−

+
=

′′′= <∑ ，则
30 1 2, , , , nc c c c 是一条从 x 到 ta 的 ε 链。命题得证。 

3. 主要定理的证明 

定理 3.1： 10 ,0
2

t tλ< < < ≤ ， ( ) [ ], 0,1tCR g λ = 。 

证明：当
10 ,0
2

t tλ< < < ≤ 时，任意的 [ ]0,1x∈ ，由命题 2.9 知，存在从 x 到 ta 的关于 ,tg λ 的 ε 链，

又由命题 2.1 知对任意的 0 1,0 1tλ≤ ≤ < < ，及 [ ]0,1x∈ ，存在从 ta 到 x 的关于 ,tg λ 的 ε 链，所以

( ) [ ], 0,1tCR g λ = 。 
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