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Abstract 

For the sampling error, the measuring error, the inhomogeneity of minerals, and the other uncertain 
factors, in the practical environmental investigation, the concentrations of heavy metals in the sediments 
are often represented informs of intervals instead of accurate values. However, the conventional 
geo-accumulation index (CGI) cannot deal with these uncertainties in heavy metal pollution evaluation. 
To solve this problem, an improved geo-accumulation index (IGI) model is established based on the 
maximum entropy principle. The heavy metal pollution in the sediment in the Dongting Lake is eva-
luated as an illustration to compare the effects of these two models. The result shows that IGI has a better 
capacity in dealing with the heavy metals, the concentrations of which are represented informs of inter-
vals, and an obvious advantage in the hierarchical recognition and the pollution degree schedule. At last, 
the mathematical relationship between these two models is revealed. IGI is the generalization of CGI into 
uncertainty analysis, while CGI can be regarded as a special case when the width of the uncertainty in-
terval in IGI approximates to zero. 
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摘  要 

由于采样误差、测量误差以及沉积物时空分布的不均匀性等因素的影响，在实际的环境调查中，沉积物的重金

属浓度往往具有一定的不确定性，而传统的地累积指数难以处理这类问题。为解决这一问题，本研究首先基于

极大熵原理，建立了改进的地累积指数模型。而后以洞庭湖的沉积物重金属污染评价为例，对两种模型的评价

效果进行了比较。结果显示改进的地累积指数模型能够更好地处理实测值以区间形式表示的重金属污染评价问

题，而且相对于传统的地累积指数模型，改进的地累积指数模型在等级识别和污染程度排序方面均更有优势。

最后，本研究通过数学证明，揭示了两种模型的联系与区别：改进的地累积指数是传统地累积指数向不确定性

分析的拓展和深化，而传统地累积指数本质上是改进的地累积指数在不确定区间宽度趋于0时的特例。 
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1. 引言 

地累积指数是由 Muller 等学者提出的一种沉积物重金属污染评价模型[1]。它综合考虑了人为污染，环境地

球化学背景值，以及自然成岩作用引起的背景值变动等因素的共同影响，通过构建简单而直观的污染指数，定

量地反映沉积物中的重金属污染情况[2]。由于地累积指数能够区分自然环境和人类活动对沉积物重金属的影响，

而且在参数选取中具有很高的灵活性，因此地累积指数模型近年来在国内外的河湖沉积物重金属污染评价中均

得到了广泛的应用[1] [2] [3]。 
然而，传统的地累积指数模型没有考虑不确定性因素的影响，在评价过程中，沉积物的重金属含量需要是

精确的数值。但是在实际的沉积物环境调查中，采样误差、测量误差以及沉积物时空分布的不均匀性等不确定

性因素往往是不可避免的，因此我们通常难以确定重金属浓度的精确值，而只能确定其可能的分布区间[4] [5]。
为解决这一问题，本研究将基于概率论和极大熵原理，对传统的地累积指数进行改进，构建适用于区间型重金

属浓度的地累积指数模型。 

2. 评价模型 

2.1. 传统地累积指数模型 

传统地累积指数的表达式为[1] [2] [3]： 

2log .
1.5

n
n

n

x
I

b
=

⋅
                                       (1) 

式中：为 xn，bn，In 分别为第 n 种重金属的现状浓度、背景值浓度和地累积指数，1.5 为考虑成岩作用引起背景

值变动而引入的修正系数[1] [2] [3]。 
根据 In 的数值，重金属的污染状况被划分为 7 个等级：清洁( 0nI < )，轻度污染( 0 1nI≤ < )，偏中度污染

(1 2nI≤ < )，中度污染( 2 3nI≤ < )，偏重度污染( 3 4nI≤ < )，重度污染( 4 5nI≤ < )，严重污染( 5nI ≥ ) [1] [2] [3]。 
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2.2. 改进的地累积指数模型 

由于采样误差、测量误差以及沉积物时空分布的不均匀性等不确定性因素的影响，在实际的沉积物环境调

查中，我们往往难以确定重金属浓度 xn 的精确数值，而只能确定一个可能的分布区间 an ≤ xn ≤ cn [4] [5]。然而

传统的地累积指数难以处理这类表达形式为分布区间的实测值，为了解决这一问题，我们基于概率论和极大熵

原理对传统的地累积指数进行改进。 
根据概率论原理，可以将第 n 种重金属的现状浓度 xn 视为一个连续型随机变量 Xn。设 Xn 的概率分布函数

为 F(xn)，对应的概率密度函数为 f(xn)，那么此时地累积指数 *
nI 可以定义为： 

( )*
2log d .

1.5

n

n n

c
n

n n n
nx a

x
I f x x

b=

 
= ⋅ ⋅ 
∫                                 (2) 

可以发现，求解式(2)的关键在于确定概率密度函数为 ( )nf x 的解析式，本研究将基于极大熵原理解决这一问题。 
在概率论与数理统计中，熵是随机变量不确定性的度量[6] [7]。连续型随机变量 Xn 的熵值 Hn 定义为： 

( ) ( )ln d .n n n nH f x f x x
+∞

−∞

= − ⋅∫                                   (3) 

熵值 Hn 越大，随机变量 Xn 的不确定性越高。 
根据热力学第二定律，孤立系统的熵值总是保持增大或者不变的趋势[6] [7]。基于该准则，Jaynes 于 1957

年提出了极大熵原理：在随机变量 Xn 所有可能的分布函数 ( )nf x 中，应该选择在一定约束下使得熵 Hn 最大的

分布作为其分布函数[6] [7]。 
根据极大熵原理，Xn 最可能的概率密度函数 ( )nf x 可以通过求解以下最优化问题计算： 
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根据泛函分析中的极值求解理论，可以构建如下目标函数 L(f(xn)) [7]： 

( )( ) ( ) ( ) ( )ln .n n n nL f x f x f x f xλ= − ⋅ + ⋅                              (5) 

其中为 λ拉格朗日乘子。 

根据拉格朗日对偶原理，最优解 ( )nf x 满足
( )( )
( )

0n

n

L f x
f x

∂
=

∂
 [7]，此时有： 

( ) 1e .nf x λ−=                                          (6) 

将式(6)代入约束条件 ( )d 1
n

n n

c

n n
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=∫ ，可发现： 
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将式(7)代入式(6)可知，最优解 ( )nf x 为： 

( ) 1 .n
n n
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将式(8)代入式(2)，可知当重金属浓度 xn 可能的分布区间为 n n na x c≤ ≤ 时，改进的地累积指数
*
nI 计算式为： 
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2.3. 两种地累积指数的数学关系 

为更好地揭示两种地累积指数的数学关系，我们进一步结合数学证明进行论证。首先将不确定区间[an,cn]
的区间宽度定义为 wn，即 n n nw c a= − ，那么此时改进的地累积指数

*
nI 计算式可以写成： 
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当 wn 趋近于 0 时，对
*
nI 求极限： 
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根据洛必达法则[8]有： 
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将式(12)代入式(11)： 
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由于 n n na x c≤ ≤ ，因此当 wn 趋近于 0 时有： 

0
lim .
n
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→
=                                         (14) 

结合式(1)、式(13)、式(14)可知： 
*
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lim .
n

n nw
I I

→
=                                         (15) 

由此可见，改进的地累积指数是传统地累积指数向不确定性分析的拓展和深化，而传统地累积指数实质上

是改进的地累积指数在不确定区间宽度趋于 0 时的特例。 

3. 结果与讨论 

3.1. 算例 

洞庭湖(28˚44'~29˚35'N, 111˚53'~113˚05'E)作为长江“双肾”之一的，接纳了上游金属矿产开采导致的大量重
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金属污染物，加之每年汇集来自周边城市的工农业废水与生活污水，湖区重金属污染问题日趋严重，作为汇流

终点的东洞庭湖环境问题更为严峻。本研究以洞庭湖的城陵矶站、鹿角站和樟树港站的沉积物镉、砷重金属评

价为例(采样点见图 1)，对两种地累积指数的评价结果进行比较。具体数值见表 1 所示，其中各重金属的实测值

与本底值均引自文献[4]。 
 

 
Figure 1. Distribution of sampling sites in Dongting Lake water system 
图 1. 洞庭湖水系采样点布设示意图 

 
Table 1. The measured value and background value of heavy metals 
表 1. 各重金属的实测值与本底值(mg/kg) 

采样点 镉 砷 

城陵矶 [0.248,6.35] [7.44,57.1] 

鹿角 [0.775,1.63] [20.2,22.3] 

樟树港 [5.14,79.9] [21.3,289] 

本底值 0.23 13.41 

 

通过表 1 可以发现，由于采样误差、测量误差以及沉积物时空分布的不均匀性等不确定性因素的影响，各

沉积物中重金属的浓度均以区间的形式表示，而无法确定其精确的数值。根据式(1)与式(2)，对各沉积物的重金

属污染状况进行评价如表 2。 
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Table 2. The evaluation results of the two methods 
表 2. 两种地累积指数评价结果比较 

重金属 采样点 
传统地累积指数 改进的地累积指数 

指数 等级 指数 等级 

镉 城陵矶 无法计算 无法确定 2.95 中度污染 

 鹿角 无法计算 无法确定 1.77 偏中度污染 

 樟树港 无法计算 无法确定 6.68 严重污染 

砷 城陵矶 无法计算 无法确定 0.50 轻度污染 

 鹿角 无法计算 无法确定 0.08 轻度污染 

 樟树港 无法计算 无法确定 2.70 中度污染 

 

结合表 2 可发现，根据改进的地累积指数，城陵矶站、鹿角站和樟树港站的沉积物镉污染状况分别为中度

污染、偏中度污染和严重污染；而沉积物砷污染状况分别为轻度污染、轻度污染和中度污染。两种重金属的评

价区域污染程度排序均为：樟树港 > 城陵矶 > 鹿角；而三个测站的评价指标污染程度序均为：镉 > 砷。 

3.2. 讨论 

由于城陵矶站、鹿角站和樟树港站的沉积物镉、砷浓度均不是具体的数值，因此根据传统的地累积指数模

型，很难确定相应的污染指数、污染等级，也无法对城陵矶站、鹿角站和樟树港站的污染程度进行排序。 
综上所述，当沉积物中重金属的浓度具有不确定性时，传统的地累积指数很难识别它们的污染等级，也难

以对城陵矶站、鹿角站和樟树港站，而改进的地累积指数则有效地解决了这一问题。因此，相比于传统的地累

积指数模型，改进的地累积指数模型在等级识别和污染程度排序方面均更有优势。 

4. 结论 

改进的地累积指数模型能够更好地处理实测值以区间形式表示的重金属污染评价问题，而且相对于传统的

地累积指数模型，改进的地累积指数模型在等级识别和污染程度排序方面均更有优势。 
改进的地累积指数是传统地累积指数向不确定性分析的拓展和深化，而传统地累积指数本质上是改进的地

累积指数在不确定区间宽度趋于 0 时的特例。 
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