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Abstract 
The main purpose of this paper is to prove localization for a kind of quasi-periodic operators 

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )H u n a n u n a n u n v n u n= + + − − +, , 1 1 1θ λ ω , where < <1 21, 1λ λ , Diophantine num-

ber ω , full measured ∈θ and ( ) ( ) ( ).  
  

  
1 2

1cos2 , 2cos2
2

a n n v n n= + π + + = π +λ λ θ ω ω θ  
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摘  要 

本文考虑了一类双参数拟周期算子： ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )H u n a n u n a n u n v n u n= + + − − +, , 1 1 1θ λ ω 其中

( ) ( ) ( )  
  

  
a n n v n n= + π + + = π +1 2

1cos2 , 2cos2
2

λ λ θ ω ω θ ，ω 是Diophantine数，利用改进的局域化方

法证明了，当 < <1 21, 1λ λ ，对全测的 ∈θ ，该算子 H , ,θ λ ω 有Anderson局域化。 
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1. 研究背景 

局域化是凝聚态物理所关心的重要问题之一。它描述了晶体被掺入杂质后，晶格周期性被破坏，Bloch
电子波函数不再扩展在整个晶体中，而是局域在杂质周围，在空间中按指数形式衰减的一种现象。是由

Anderson 在 1958 年提出的，故称为 Anderson 局域化。数学上，Anderson 局域化是指：算子的谱集是纯

点谱，而且要求特征向量具有指数衰减性。 
从上个世纪七十年代开始，很多物理学家和数学家围绕一类最简单的 Almost Mathieu 算子的谱问题

进行研究，得到了包括谱类型，谱结构，谱测度等丰富的结论，详见文献[1] [2] [3] [4]。在著名的

Aubry-Andre 猜想中，详见文献[5]，局域化的结论期望对所有的 1λ > ，所有的无理数ω 和所有的θ 都成

立，但被指出不成立，因为 Avron-Simon 在文献[6]中指出 1λ > ，ω 是 Liouville，对所有的θ ，算子具

有纯奇异连续谱。之后 Jitomirskaya-Simon 在文献[7]指出当 1λ > ，ω 是无理数，对通有的θ ，具有纯奇

异连续谱。所以，这个局域化的猜想只能期望对全测的ω 和全测的θ 成立，最近 Jitomirskaya 在文献[8]
中证明了，ω 是 Diophantine 数，对全测的θ ， 1λ > 具有 Anderson 局域化，这是最优的结果。受此启发，

我们考虑比 Almost Mathieu 算子更具一般性的的 Jacobi 算子如下： 

( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 1 1 1 ,H u n a n u n a n u n v n u nθ λ ω = + + − − +               (1.1) 

其中 ( ) 1 2
1cos 2π ,
2

a n nλ λ θ ω  = + + +  
  

( ) ( )2cos 2π ,v n nω θ= + ( ) 2
1 2\ , , , /ω λ λ λ θ∈ = ∈ ∈ =� � � � � 。 

特别当 2 0λ = 时，就回到经典 Almost-Mathieu 算子的情形。 
本文的主要研究成果如下： 
定理 1：对上述的双参数拟周期算子 , ,Hθ λ ω ，当ω 是 Diophantine 数， 1 21, 1λ λ< < ，对全测的θ ∈，

, ,Hθ λ ω 具有 Anderson 局域化。 

2. 理论基础 

在这一部分，我们会介绍几个定义和引理。 
定义 2.1：如果存在 ( ) ( )0,1c ω τ ω> < < ∞对所有的 0 k≠ ∈有 ( ) ( )sin πk c k τ ωω ω> 则称ω 满足

Diophantine 条件，记为 ( ),DC cω τ∈ 。 

定义 2.2： ( ) ( ) ( ) ( )2, : , 3 , sin π 2 e , , limsup ,
k

k kj j k jα τω α θ θ ω ω α ω α
−  Θ = ∃ < + < Θ = Θ 

  
 

如果 ( ),θ ω α∈Θ 称θ 为共振相位。 

下面设 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]( )1

, , 1,

11 , , det
0 n n n

k n

E v n a n
A n A A n P H E

a na n θ λ ωθ ω θ θ ω θ
=

 − − − 
+ = = + = − 

 
∏  
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由于底空间旋转是拟周期，根据 Birkhoff 遍历定理，可以定义系统(1.1)的 Lyapunov 指数： 

( ) ( )1

0

1lim ln , d .nn
L E A E

n
θ θ

→∞
= ∫                               (2.1) 

下面运用 Lyapunov 指数给出 ( )nP θ 的下界，通过计算： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1

0 0

1 10 lim ln , d lim ln 1 d : ,nn n
L E h E a a n L h E a

n n
θ θ θ λ

→∞ →∞
< = − = −∫ ∫ ��          (2.2) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 2

0
:

0
n n

n
n n

P a P
h

a n P a a n P
θ θ ω

θ
θ θ ω

−

− −

 − + 
=  − + 

 

( )

( )

2
1 2

2
2

2 12 2
2 1 2

ln 0 1
2

ln 0 1
2

a

λ
λ λ

λ
λ

λ λ
λ λ λ

 ≤ < <
= 
 ≤ ≤ <
 − + −

 

可以得到： 

( ) ( ) ( )( ) ( )1

0

1 ln , d ,na L E L h E h E
n

λ θ θ+ = ≤ ∫  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 2

0
e max ,

0
n a L E n n

n n

P a P
a n P a a n P

λ

θ

θ θ ω
θ θ ω

+ −

− −

 + 
≤  − + 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }1 1 2
1 e max max .

4 2
n a L E

n n n nP P P Pλ

θ
θ θ θ ω θ ω+

− − −≤ + +             (2.3) 

设 [ ] ( ) ( ) ( ) ( )21: 0,1 , e
8 2

k a kL E
nK k Pλθ θ+ + 

= ∈ ∃ ∈ ≤ 
 

� ，显然{ }, 1, 2k k k+ + 中至少有一个属于 K。 

下面给出 ( )nP θ 的上界估计： 

引理 2.3：对所有的 E∈，ω 是无理数， 0ε > ，则存在 ( )3 , ,k Eε ω ，使得 ( )3 , ,k k Eε ω> ，对所有

的θ ∈，有： 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ), e e .k L h E k a L E
kP E ε λ εθ + + +≤ =                            (2.4) 

证明：根据文献[8]，对 0ε∀ > ，当 ( ), , ,k K Eθ ε ω> 有： 

( ) ( ) ( )( )( ), , ek L h E
k kP E h E εθ θ +≤ ≤ 对几乎所有的θ ∈成立。 

下面证明只要 k 充分大，对所有的θ ∈成立。 

因为 ( ) ( ), cos 2π 1
2kP E Q k ωθ θ  = + +  

  
是关于 cosθ 的 k 次多项式。 

设 ( ) ( )
( )( )

20,1 : cos 2π e
k L h E

nD Q
ε

θ θ
 + 
 

  = ∈ ≤ 
  

， 

用 D 表示 D 的 Lebesgue 测度。则当 , 0n D→∞ → ， 0,N k N∃ > > 有: 

( )( )( ) ( )( )
21 1 e ,e .

2

k L h Ek L h EC
nD c

ε
ε

 + +  
  
  < −

    
                          (2.5) 
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假设存在θ ，使得 ( ) ( )( )( )cos 2π ek L h EQ εθ +> ， 

则 ( ) ( )
( )( ) ( )( )( ) ( )( )

2 20,1 : cos 2π e e ,e 1.
k L h E k L h Ek L h EQ c

ε ε
εθ θ

   + +   +   
      ∈ < ≤ <       

 

从而
( )( )( ) ( )( )

21 e ,e 0
k L h Ek L h EC

nD c
ε

ε
 + +  

 
 > − >
 
 

，与(2.5)矛盾，从而得证。 

3. 局域化的证明 

在这部分我们通过改进的局域化方法证明本文的主要结论。 
定义 3.1：固定 E∈�，如果存在一个区间 [ ]1 2,I n n= ，满足： 
1. 2 1 1k n n= − +  

2. y I∈  

3. , 1, 2
12i
ky n i− ≥ = ， 

4. ( ) 12, e
mk

IG y n
−

< ，则称点 y 是 ( ),m k 正则，否则称 ( ),m k 奇异。 

下面指出利用 ( ),m k 奇异点可以构造一串共振相位θ ，使 ( )kP θ 非常小。 

引理 3.2： x∈ 是 ( )( ),L E kε− 奇异点，
( ) ( )3 40 , max 10, , , ,
2 16

L E
k k E kεε ω ε  < < >   

  
则对满足

9 9 4
10 10 5

x k y x k k     − ≤ ≤ − +          
的 y 有： 

( ) ( ) ( ) ( )1
16

1
e .

2

kkL E k a

k

y
P

λ ε
θ ω

+ − −− 
+ ≤ 

 
                              (3.1) 

证明：由行列式 Cramer 法则： 

( )
( )
( )( ) ( )2

1

1

1
1

, ,
1

x
n x

I
i nk

P x
G x n a i

P n
θ ω

θ ω

−
−

=

+
=

+ − ∏                              (3.2) 

( )
( )( )
( )( ) ( )

2
1

1
1

2
1

1
, .

1

n
x n

I
i xk

P n
G x n a i

P n
θ ω

θ ω

−
−

=

+ −
=

+ − ∏                             (3.3) 

因为 3 1 2 312 , , , , , ,
16 16

k k E x n n x k Eε εω ω   > − − >   
   

，根据引理 2.3 得到： 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2

2

9
16 10 16, e e ,

n x L E a kL E n x a

n yP E
ε ελ λ

θ
   − + + + − +   
   

− ≤ ≤  

( )
( ) ( ) ( )1

1

9
10 16, e .

kL E x n a

x nP E
ελ

θ
 + − + 
 

− ≤  

因为 1 2 4, 12x n n x k− − > ，且满足： 

1 2 4, 12x n n x k− − >  

我们有 
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( )
( ) ( )

( )
( ) ( )21 2

1

11
16 16e , e .

nx x n a n x a

i n i x
a i a i

ε ελ λ   −− − + − +   
   

= =

≤ ≤∏ ∏                      (3.4) 

将(3.2)和(3.3)代入下式有： 

( )( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
1

2 1

1
12

1

9
10 16 12 16

1
16

1 e

e

e .

L E xk

k n x
i n

L E
kL E n x a k x n a

kkL E k a

P n P x a i
ε

εε ελ λ

λ ε

θ ω θ ω
− −−

−
=

−   + − + − + − +   
   

+ − −

+ − ≤ +

≤

≤

∏

 

构造： 

1

2

4 1 1 10, ,
5 3 2 3

4 1 1 1, ,
5 2 3

j

kk k j j k

kk j j k k

θ ξ ω
θ

θ ξ ω

  −      + + − + + =              = 
 −     + + − + = +         

�

�

                (3.5) 

得到： 

( ) ( ) ( ) ( )1
161cos 2π e .

2

kkL E k a

k j k j
kQ P

λ ε
θ θ ω

+ − −+ = − < 
 

                    (3.6) 

使用拉格朗日插值得到： 

( ) ( )
0

cos 2π
cos 2π .

cos 2π cos 2π

k ii j
k k j

j j ii j

z
Q z Q

θ
θ

θ θ
≠

= ≠

−
=

−

∏
∑

∏
                    (3.7) 

定义 3.3：如果{ }1, , kθ θ� 满足： 

[ ]1,1 0

cos 2π
max max e

cos 2π cos 2π
ii j k

x j k
j ii j

z
ε

θ

θ θ
≠

∈ − ≤ ≤
≠

−
≤

−

∏
∏

 

则称{ }1, , kθ θ� 是ε −一致分布的。 

下面证明(3.5)中构造的{ }jθ ε -一致分布。 

引理 3.4：设ω 满足 Diophantine 条件， ( )1,1 2, , ,cd k xα α θ ω α< < < ∈Θ ， 

对任意的 0ε > ，存在 ( )6 , ,k ε ω α 当 ( )6 , ,k k ε ω α> 有{ }jθ ε -一致分布。 

证明：令 

1 2cos 2π , cos 2π cos 2π ,i j i
i j i j

I z Iθ θ θ
≠ ≠

= − = −∏ ∏  

结合(3.5)和根据文献[8]，当
3

k N ε >  
 

，有 

( )

( )

( )

1

1

0

ln ln cos 2π

1 ln cos 2π d
3

1 ln 2 ,
3

i
i j

I z

k z

k

θ

εθ θ

ε

≠

= −

 
≤ + − + 

 
 = + − + 
 

∏

∫                          (3.8) 
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( )

( )

( )( ) ( ) { }
( ) ( )( ) ( ) ( ){ }

2

1

0

11

11

ln ln cos 2π cos 2π

ln cos 2π cos 2π

1 ln cos 2π cos 2π d
3

2 1 ln ( 1) min cos 2π cos 2π

1 ln 2 2 1 ln 1 min cos 2π cos 2π .
3

j i
i j

j i
i j

j

j ii j

j ii j

I

k

D k k

k D k k

τ ω

τ ω

θ θ

θ θ

εθ θ θ

ω θ θ

ε ω θ θ

≠

≠

−

≠

−

≠

= −

= −

 
≥ + − − 

 

+ + + −

 = + − + + + + − 
 

∏

∑

∫            (3.9) 

下面对 ( ) ( )min cos 2π cos 2π 2min sin π sin πj i j i j ii j i j
θ θ θ θ θ θ

≠ ≠
− = + − 进行估计： 

对 ( )sin π j iθ θ+ ： 

1) 当 , 0, ,
3
kj i   ∈    

� ，有 1
4 1 9 12
5 3 10 2j i

i j kx k k kθ θ θ ω
  + + −      + = + + − − +              

。 

2) 当 , 1, ,
3
kj i k  ∈ +    

� ，有 1
4 9 12
5 10 2j i

d i j kx k kθ θ θ ω
  + + + −    + = + + − +          

。 

综上，ω 的系数分子
42 1
5

d k< + + 所以 { }, 0,1, ,j i k∀ ∈ � ，有 

( )
( )
1

242 1
5sin π e

d k

i j

τ ω

θ θ
 + + 
 + > 。 

对 ( )sin π i jθ θ− ： 

1) 当 , 0, ,
3
kj i   ∈    

� ，有 ( )j i j iθ θ ω− = − 。 

2) 当 0, , , 1, ,
3 3
k kj i k      ∈ ∈ +            

� � 有 [ ]( )3 1j i d k k j iθ θ ω− = − − + − + − 。 

综上，都有 1
3j i
kdθ θ− < + + 所以 ( ) ( )

( )
sin π 1

3i j
kc d

τ ω

θ θ ω
−

 − > + + 
 

。 

从而得到： 

( )
( ) ( )

1
242 1

5min cos 2π cos 2π 2 1 e .
3

d k

j ii j

kc d
τ ωτ ω

θ θ ω
−  − + + 

 

≠

 − ≥ + + 
 

                (3.10) 

将(3.8)和(3.9)代入得到： 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )

111

2

1
2

2ln 1 2 1 ln 1
3

32 1 ln 2 1
4 3

2 1
3

.

I
k D k k

I

kd k c d

k o k

k

τ ω

τ ω
τ ω

ε ω

ω

ε

ε

−

−

≤ + + + +

    + + + − + +         

= + +

≤
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故存在 ( )6 , ,k ε ω α 当 ( )6 , ,k k ε ω α> 就有 1

2

ekI
I

ε≤ 。 

我们将利用下面的引理完成定理 1 的证明： 

引理 3.5：当 ( ) ( ) ( )
1 2, ,0 1,0 1, , , ,0 ,1 2

2
c L E

DC c xω τ λ λ θ ω α ε α∈ ≤ < ≤ < ∈Θ < < < <  

则 ( )2 , ,k xθ α∃ ，对 ( )2 , ,k k xθ α∀ > ，如果 ,x y 同时 ( )( ),L E kε− 奇异，并且
4
5

x y k− > 那么有

( )2x y k α− > − 。 

证明：取 ( ), ,c xθ ω α∈Θ 令 ( ) ( )3 4 5 6max 12 , , ,12 , , , , , , ,120
16 32

k k E k k x kε εω ε θ ω ω α    =     
    

 

选 k K∈ 且 k k> 取θ ，满足 ( )
( ) ( ) ( )2e
10 2

kL E k a

kP
λ

θ
+ +

≥ 令
( )1

cos 2π
2

k
z

ω
θ

+ 
= + 

 
。则 ( ) ( )k kP Q zθ = 。 

假设 d kα> ，根据引理 3.2 和(3.6)，得到： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )2 1

32e 1 e ,
10 2

kL E k a kL E k a

kP k
ελ λ

θ
+ + + − −

≤ ≤ +  

显然 ( )7k ε∃ ，当 ( )7k k ε> 不等式不成立，矛盾，从而与假设 d kα> 不成立。 

对 { }7max ,k k k> 且 k K∈ 如果 ,x y 都是 ( )( ),L E kε− 奇异点，并且
4
5

x y k− > 则 

x y kα− > 由 于 { }, 1, 2k k k K− − ∈ ， 设 { }7max , 2k k k> + 则 { }72, 1, max ,k k k k k− − > 那 么

( ) ( )4 4 41 2
5 5 5

x y k k k− > > − > − 从而完成了重要引理 3.4 的证明。 

最后我们完成定理 1 的证明。 
取 ( )E θ ， ( )Eu x 是算子 , ,Hθ λ ω 的广义特征值和对应的广义特征向量。不失一般性，可设 ( )0 0Eu ≠  (因

为广义特征向量非零，总可取到非零的分量 )。根据引理 3.2，可以取 ε ，使当
( )

0
2

L E
ε< < ，

( )( )1 2
3max ,0 , ,0, , 2
2

x k L E kε θ ε  > − +  
  

，k x= 有 0 是 ( )( ),L E kε− 奇异点，由于
3
24

5
k x k< < 根据引

理 3.2，x 一定是 ( )( ),L E kε− 正则的，则存在区间 [ ]1 2,I n n= ，格林函数满足： 

( )
( )

( )
( )

12 12
1 2, e , , e .

L E L E
k k

I IG x n G x n
ε ε− −

− −
< <  

其中 1 2,
12 12
k kx n n x− > − > 。 

由于特征向量表示得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( )( )

1 1 1 2 2 2

1
12

1 2

1
16

1 1 , ,

e

e .

I I

L E k

L E x

u x a n u n G x n a n u n G x n

C n n

C

ε

ε

− −

− −

≤ − − +

≤ +

≤

 

显然只要 x 充分大，不等式成立，得到了指数衰减性，从而定理 1 得证。 
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