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Abstract 
Graphene reinforced composite is a new generation of advanced composite materials. In this ma-
terial, graphene platelet as a reinforcement is randomly or evenly distributed in the matrix with 
gradient or uniform arrangement according to a certain rule along the thickness. The mechanical 
behavior of graphene-reinforced composites and their structures has become a hotspot in the re-
search field in recent years. Based on energy conservation and Rayleigh-Ritz numerical method, 
the natural frequencies of free vibration of graphene reinforced composite truncated conical shells 
under simply supported boundary conditions are obtained. Further, parametric studies show 
fundamental frequency of graphene-reinforced compositetruncated conical shellincreases mono-
tonously with the increase of graphene weight fraction as well as bottom radius-to-thickness ra-
tios and is greatly influenced by the distribution pattern of graphene nanoplatelets. The dimen-
sionless fundamental frequency increases monotonously first and then decreases monotonously 
with the semi-vertex angle.  
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摘  要 

石墨烯增强复合材料是一种新一代的先进复合材料，在这种材料中，由若干层石墨烯片叠加而成的石墨

烯小块作为颗粒增强体随机或均匀地分布在基体中，在厚度方向上按照某种规律逐层呈梯度或均匀排布。

石墨烯增强复合材料及其结构的力学行为已成为近年来学术界的研究热点。基于Rayleigh-Ritz数值算法，

得到石墨烯增强复合材料截顶圆锥壳在简支边界条件下自由振动的固有频率。数值实验表明：石墨烯增

强复合材料截顶圆锥壳的无量纲化基频随着石墨烯含量的增加而单调增加，且受其分布模式的影响很大；

随着半顶角的增大先单调增加后单调减少；随着壳体底面半径与厚度的的增加而单调增加。 
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1. 引言 

石墨烯衍生物，如石墨烯薄片，因其比表面积大，界面粘附性强以及其出色的电学、光学、力学性

能，被广泛用作聚合物和金属基体中的增强体。Rafiee 等人[1]指出，在纯环氧树脂梁中加入 0.1%体积含

量的石墨烯填充物，石墨烯/环氧树脂复合材料梁的屈曲载荷与纯环氧树脂相比增加达 52%。Parashar 等
人[2]通过有限元方法研究了石墨烯/环氧树脂板的屈曲行为。他们观察到石墨烯/环氧树脂板的屈曲载荷

会增加 26%，而石墨烯增强体的体积分数仅为 6%。 
由于石墨烯优异的性能，国内外许多学者针对石墨烯增强复合材料结构的力学行为做了大量的研究。

杨等人[3]对弹性基地下梁的屈曲和后屈曲行为进行了研究，该文章借助于功能梯度材料的概念，把有若

干层石墨烯片叠加而成的石墨烯小块作为有效的增强体，随机或均匀地散布在各向同性的聚合物基体中，

其中石墨稀的重量分数随着层数的改变呈梯度或均匀变化，故该系统中每一层都是各向同性的。该文章

为后期石墨烯增强复合材料结构的研究做了开创性的工作。在此基础上，Wang 等人[4]利用 Navier 方法

对功能梯度石墨烯增强复合材料扁壳的自由振动和弯曲行为进行了分析。王等人[5]利用多尺度方法研究

了石墨烯片增强金属泡沫圆柱壳的非线性振动。基于 IMLS-Ritz 有限元方法，郭[6]等人对四边形板的自

由振动特性进行了研究。基于微分求积法，毛等人[7]开展了石墨烯增强压电复合材料板的自由振动方面

的研究。上述工作对石墨烯增强复合材料在工程中的应用以及后期研究打下了坚实的基础。 
截顶圆锥壳是一种非常受欢迎的工程结构，在建筑、航空航天等领域受到诸多研究者和工程师的关

注。但在公开发表的文献中，针对石墨烯增强复合材料结构力学行为的研究，仅限于梁、板、扁壳和圆

柱壳，对截顶圆锥壳的研究鲜有报道。为了石墨烯增强复合材料截顶圆锥壳结构的设计和其在工程领域

的进一步应用，对其力学行为进行研究是非常有必要的。 
本文基于一阶剪切理论[8]对石墨烯增强复合材料截顶圆锥壳的自由振动进行分析。通过能量守恒和

Rayleigh-Ritz 方法得到该结构自由振动的固有频率，分析石墨烯不同的物性参数和几何参数对石墨烯增

强复合材料截顶圆锥壳的自由振动的影响。 
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2. 石墨烯增强复合材料截顶圆锥壳及其物性参数  

假设简单支撑边界条件下的截顶圆锥壳体(图 1)，其长度为 L，厚度为 h，两底面半径分别为 1 2,r r ，

总层数为 LN 。石墨烯小块作为增强体在截顶圆锥壳体厚度方向上呈现如下四种分布模式：U 均匀分布，

O、X 和 A 梯度分布(图 2)。丰富的石墨烯对于 O 分布来说是集中在中间层，对 X 分布则是集中在壳体

上下表层，A 分布是自上而下越来越多。如图 2 所示颜色越深代表石墨烯增强体的含量越高。第 k 层的

杨氏模量可以用修正的 Halpin-Tsai 模型[3] [4]估计如下： 
 

 
Figure 1. Geometry of truncated conical shell 
图 1. 截顶圆锥壳的几何示意图 

 

 
Figure 2. Different graphene distribution patterns 
图 2. 石墨烯片的分布模式 
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ME , GE , Gl , Gw 和 Gh 分别为基体和石墨烯的杨氏模量、石墨烯小块的长度、宽度以及厚度，第 k
层石墨烯体积分数计算公式如下： 
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( )k
Gw 是第 k 层石墨烯小块的质量分数，其在不同分布模式下的计算公式如下： 

U： ( ) .k
G Gw f=                                         (4) 

O：
( ) ( )1 14 2 .
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                            (6) 

A： ( ) ( )2 1 .k
G G Lw f k N= −                                    (7) 

其中 1,2, , Lk N= � , Gf 是石墨烯的总质量分数，质量密度 ( )k
cρ 和泊松比 ( )k

cv 用混合准则有效地表示 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 ; 1 .k k k k k k
c G G M G c G G M GV V v v V v Vρ ρ ρ= + − = + −                     (8) 

其中，“G”，“M”，“c”分别表示石墨烯，基体以及复合材料。 

3. 位移场和本构关系方程 

截顶圆锥壳进行力学分析所用的位移场如下[8]： 
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其中 ( ) ( )0 0 0, , , , ,u v w u v w 分别为沿 ( ), ,x zθ 方向的全局位移和中面位移， xϕ 和 θϕ 分别是绕母线和轴向的转

角，线性 von-Karman 应变位移关系如下： 
.ε = AU                                          (10) 

其中， ( )T
, , , ,x y x z xzθ θε ε ε γ γ γ= 为应变向量， ( )T

0 0 0, , , ,xU u v w θϕ ϕ= 为位移向量。 
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,x θ∂ ∂ 分别表示对空间坐标 ,x θ 的偏导数。 
则第 k 层的本构关系为 

( ) ( ) .k kQσ ε=                                        (11) 

其中 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T
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4. 基于 Rayleigh-Ritz 方法固有频率的计算 

根据公式(10)-(11)，截顶圆锥壳的变形势能表达式如下： 
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简支边界条件表达形式如下： 

0 00, : 0,x x L w v θϕ= = = = =                              (15) 

根据上述边界条件，该系统位移场中的未知量 0 0 0, , , ,xu v w θϕ ϕ 可以用以下傅立叶级数表示[9]： 
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其中 ( )T, , , ,mn mn xmn mn mnu v wθϕ ϕ 分别为各阶模态的振幅。 
将(16)代入(13)和(14)，并令 0t = ，可以得到最大变形能 maxU ，最大动能 maxT ，利用 Rayleigh-Ritz 方

法，得到 
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通过公式(17)可以推导出如下方程 

( )2 0.K M Xω− =                                  (18) 

其中 [ ]T11 11 11 11 11, , , , , , , , , , , , , ,MN MN MN x xMN MNX u u v v w w θ θϕ ϕ ϕ ϕ= � � � � � ， ,K M 分别为刚度和向量矩阵。

通过求解方程(18)系数矩阵的特征值得到截顶圆锥壳体的各阶频率。 

5. 数值算例 

本文采用环氧树脂作为系统的基体，石墨烯小块作为增强体，若无特别说明，实验中所用的参数如

下[2] [10]： 
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3

3
1

1.06 g cm , 1.01 TPa, 0.186; 2.5 m, 1.5 m, 1.5 nm,

1%, 1.2 g cm , 3.0 GPa, 0.34, 0.8 m, 0.002, 0.5 m.
G G G G G G

G M M M

E l w h

f E L h r

ρ ν

ρ ν

= = = = µ = µ =

= = = = = = =
 

下面将对不同石墨烯小块系统分层数、分布模式、半顶角、质量分数、底面半径与厚度比等参数对

系统的自由振动行为的影响进行分析讨论。 
图 3 展示了石墨烯增强复合材料截顶圆锥壳在不同的系统分层数下的无量纲固有频率。可以看出，

截顶圆锥壳的无量纲基频对于 U 型分布来说，其值不变，原因在于在厚度上每层石墨烯含量是均匀一致

的。对于层合板来讲，板表层对振动的影响比中间层要大。在石墨烯体积分数一定的情况下，随着分层

数的增加，X 型分布的层合板表层石墨烯含量逐渐增加，导致临近表层的刚度增加，从而导致其无量纲

基频随着分层数的增加而增加，相反的趋势发生在分布 O 和 A 模式。另外，当系统的分层数大于 20 时，

所有的石墨烯分布模式下系统的无量纲基频均趋于稳定。下面的数值实验中，均选取石墨烯分层数

20LN = 。 
 

 
Figure 3. Dimensionless fundamental frequency of truncated conical shells based on different total layers 
图 3. 不同分层数下截顶圆锥壳的无量纲基频 

 
图 4 给出了石墨烯增强复合材料截顶圆锥壳的无量纲基频随着半顶角变化的趋势图。可以看出，四

种分布模式下系统的无量纲基频随着半顶角的增大而增大，50 度达到最大值，之后无量纲基频处于递减

状态。这说明系统刚度与结构的形状有着密切的关系。下面试验中固定半顶角 45β = �。 
 

 
Figure 4. Dimensionless fundamental frequency of truncated conical shells based on different semivertex angles 
图 4. 不同半顶角下截顶圆锥壳的无量纲基频 

 
图 5 给出了截顶圆锥壳的无量纲基频相对变化率随着石墨烯含量变化的趋势图。其中

( ) 100M MRF ω ω ω= − × 表示石墨烯增强复合材料截顶圆锥壳相对于纯基体结构无量纲基频增加的相对

变化率， Mω 表示纯基体结构的无量纲基频。可以看出，截顶圆锥壳体的无量纲基频相对变化率随着石墨
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烯含量的增加而增加，原因在于截顶圆锥壳体随着高含量石墨烯的加入，其刚度会随之明显增大。表 1
给出了在石墨烯不同分布模式下截顶圆锥壳的前六阶无量纲固有频率。从表 1 和图 5 可以看出，在石墨

烯含量相同的情形下，分布模式 X 对石墨烯增强复合材料截顶圆锥壳体的各阶无量纲固有频率影响最大，

这种现象表明在石墨烯总体含量一定的情形下，把较多含量的石墨烯铺设在结构表层比分布在中间层会

更加有效地提高其整体刚度，从而使得系统的固有频率增大。 
 

 
Figure 5. Variation of dimensionless fundamental frequency of truncated conical shells with graphene weight fraction 
图 5. 截顶圆锥壳的无量纲基频变化率随石墨烯质量分数的变化 
 
Table 1. The first six order dimensionless natural frequencies of system under different distributions 
表 1. 不同分布模式下的前 6 阶无量纲固有频率 

阶数 U O X A 

1 0.012718 0.012655 0.01278 0.012685 

2 0.014423 0.014381 0.014466 0.014399 

3 0.015784 0.015751 0.015817 0.015764 

4 0.017434 0.016915 0.017936 0.017206 

5 0.017735 0.017263 0.018193 0.017527 

6 0.017949 0.017505 0.018381 0.017753 

 
固定截顶圆锥壳的底面半径 2r ，图 6 表明当 2r h 从 50 递增到 200，截顶圆锥壳的无量纲基频迅速减

小，之后就变得平缓，分布模式间的差异也变小。 
 

 
Figure 6. Dimensionless fundamental frequency of truncated conical shells based on different bottom radius-to-thickness ra-
tios 
图 6. 不同底面半径与厚度比下截顶圆锥壳的无量纲基频 
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6. 小结 

本文基于 Rayleigh-Ritz 方法的计算结果对石墨烯增强复合材料截顶圆锥壳的自由振动进行了不同角

度的分析讨论。对于不同石墨烯分布模式下的不同截顶圆锥壳进行了多种相关参数的讨论研究。数值计

算结果表明，少量的石墨烯增强体可以显著地提高结构的整体刚度从而提高其自由振动基频。在相同石

墨烯含量的前提下，X 分布模式比其它分布模式更能有效的提高系统的整体刚度，从而有效的改善结构

的无量纲基频变化率。截顶圆锥壳体的无量纲基频也与其半顶角的大小以及底面半径与厚度的比例有关。

上述研究对于石墨烯增强复合材料截顶圆锥壳结构的设计和该材料结构在工程领域的进一步应用都有着

十分重要的指导意义。 

基金项目 

国家自然科学基金(11772063)。 

参考文献 
[1] Rafiee, M.A., Rafiee, J., Yu, Z.Z. and Koratkar, N. (2009) Buckling Resistant Graphene Nanocomposites. Applied 

Physics Letters, 95, 223103. https://doi.org/10.1063/1.3269637 
[2] Parashar, A. and Mertiny, P. (2012) Representative Volume Element to Estimate Buckling Behavior of Graphene/Polymer 

Nanocomposite. Nanoscale Research Letters, 7, 515. https://doi.org/10.1186/1556-276X-7-515 
[3] Yang, J., Wu, H.L.and Kitipornchai, S. (2017) Buckling and Postbuckling of Functionally Graded Multilayer Graphene 

Platelet-Reinforced Composite Beams. Composite Structures, 161, 111-118.  
https://doi.org/10.1016/j.compstruct.2016.11.048 

[4] Wang, A.W., Chen, H.Y., Hao Y.X. and Zhang, W. (2018) Vibration and Bending Behavior of Functionally Graded 
Nanocomposite Truncated Conical Shells Reinforced by Graphene Nanoplatelets. Results in Physics, 9, 550-559.  
https://doi.org/10.1016/j.rinp.2018.02.062 

[5] Wang, Y.Q., Ye, C. and Zu, J.W. (2019) Nonlinear Vibration of Metal Foam Cylindrical Shells Reinforced with Gra-
phene Platelets. Aerospace Science and Technology, 85, 359-370. https://doi.org/10.1016/j.ast.2018.12.022 

[6] Guo, H.L., Cao, S.Q. and Yang, T.Z. (2018) Vibration of Laminated Composite Quadrilateral Plates Reinforced with 
Graphene Nanoplatelets Using the Element-Free IMLS-Ritz Method. International Journal of Mechanical Sciences, 
142-143, 610-621. https://doi.org/10.1016/j.ijmecsci.2018.05.029 

[7] Mao, J.J. and Zhang, W. (2018) Linear and Nonlinear Free and Forced Vibrations of Graphene Reinforced Piezoelec-
tric Composite Plate under External Voltage Excitation. Composite Structures, 203, 551-565.  
https://doi.org/10.1016/j.compstruct.2018.06.076 

[8] Reddy, J.N. (2004) Mechanics of Laminated Composite: Plates and Shells-Theory and Analysis.2nd Edition, CRC 
Press, Boca Raton. https://doi.org/10.1201/b12409 

[9] Chen, H.Y., Wang, A.W., Hao, Y.X. and Zhang, W. (2017) Free Vibration of FGM Sandwich Doubly-Curved Shallow 
Shell Based on a New Shear Deformation Theory with Stretching Effects. Composite Structures, 179, 50-60.  
https://doi.org/10.1016/j.compstruct.2017.07.032 

[10] Yang, S.W., Hao, Y.X. and Zhang, W.(2015) Nonlinear Dynamic Behavior of Functionally Graded Truncated Conical 
Shell. International Journal of Bifurcation and Chaos, 25, 1550025. https://doi.org/10.1142/S021812741550025X 

 
 

https://doi.org/10.12677/ijm.2019.82012
https://doi.org/10.1063/1.3269637
https://doi.org/10.1186/1556-276X-7-515
https://doi.org/10.1016/j.compstruct.2016.11.048
https://doi.org/10.1016/j.rinp.2018.02.062
https://doi.org/10.1016/j.ast.2018.12.022
https://doi.org/10.1016/j.ijmecsci.2018.05.029
https://doi.org/10.1016/j.compstruct.2018.06.076
https://doi.org/10.1201/b12409
https://doi.org/10.1016/j.compstruct.2017.07.032
https://doi.org/10.1142/S021812741550025X


 

 

 

知网检索的两种方式： 

1. 打开知网页面 http://kns.cnki.net/kns/brief/result.aspx?dbPrefix=WWJD 
下拉列表框选择：[ISSN]，输入期刊 ISSN：2325-498X，即可查询 

2. 打开知网首页 http://cnki.net/ 
左侧“国际文献总库”进入，输入文章标题，即可查询 

投稿请点击：http://www.hanspub.org/Submission.aspx 
期刊邮箱：ijm@hanspub.org 

 

http://kns.cnki.net/kns/brief/result.aspx?dbPrefix=WWJD
http://cnki.net/
http://www.hanspub.org/Submission.aspx
mailto:ijm@hanspub.org

	Free Vibration of Graphene Reinforced Composite Truncated Conical Shell
	Abstract
	Keywords
	石墨烯增强复合材料截顶圆锥壳的自由振动
	摘  要
	关键词
	1. 引言
	2. 石墨烯增强复合材料截顶圆锥壳及其物性参数 
	3. 位移场和本构关系方程
	4. 基于Rayleigh-Ritz方法固有频率的计算
	5. 数值算例
	6. 小结
	基金项目
	参考文献

