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Abstract 
Lp estimates are the basic regularity estimates in the partial differential equations. In this paper, 
we mainly study a new class of regularity estimates—Lorentz estimates for the Bi-harmonic para-
bolic equation. 
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摘  要 

Lp估计是偏微分方程中基本的正则性估计，本文我们主要研究一类四阶双调和抛物方程的解的新的正则

性估计——Lorentz估计。 
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1. 引言 

微分方程解的存在唯一性及其正则性研究是偏微分方程中的经典问题，其中
pL 估计在正则性理论的

研究中具有非常重要的作用。2003 年，Wang [1]在 Caffarelli 和 Peral [2]基础上利用紧方法、Vitali 覆盖引

理、极大函数等技巧给出了 Possion 方程和热传导方程的内估计的几何化证明方法。之后，Byun 和 Wang
利用类似技巧在[3] [4] [5] [6] [7]中得到了各类二阶散度型椭圆方程与抛物方程在不同区域中的估计。

2013 年，Baroni 在[8]中证明了退化的和非退化的具有 VMO 系数的散度型椭圆和抛物方程组在 Lorentz
空间中的正则性估计。在那篇文章中，Baroni 引入了 Calderón-Zygmund 算子和相应的水平估计得到了文

章的结论。另外，Yao 和 Zhou 在[9] [10]中又给出了一类四阶双调和抛物方程解的
pL 和 Schauder 估计。

2015 年，Yu 在[11]中证明了这类四阶双调和抛物方程的加权
pL 估计。本文主要研究下述四阶双调和抛物

方程解的局部 Lorentz 估计 
2 1

2, n
tu u f z Q ++ ∆ = ∈ ⊂ �                                    (1) 

这里我们定义 ( )4 4,r rQ B r r= × − ， ( )0 0r rQ z Q z= + ，其中 ( )0 0 0,z x t= 。另外我们记 

( ) ( )
1
22

4 4

, , , 1, ,
, , ,

i j k lx x x x x
i j k l n

D u D u x t D u x t
=

 
= =  

 
∑
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( ) ( ) ( )1 1

4

, , , 1, ,
, .p n p ni j k lx x x xL Li j k l n

D u D u x t+ +
=

= ∑� ��
 

本文的主要目的是得到问题(1)的解 u 的如下估计 

( )( ) ( ) ( )( )( )2 21 2

4 4
,,

.L q QL q Q L Q
D u c D u f

γγ
≤ +  

其中 0c > 与 u 和 f 无关。 
下面给出 Lorentz 空间[8]的定义和嵌入性质。对于开集 1nQ +⊂ � 和参数1 γ≤ < ∞，0 q< < ∞，Lorentz

空间 ( )( ),L q Qγ 是包含所有满足下式的可测函数 :g Q → �组成的空间 

( )( ) ( ){ }1
, 0

: : d .
q

q q
L q Qg q Q g γ
γ

λ ξ ξ λ λ
∞ −= ∈ > < +∞∫  

事实上，当 q = ∞，Marcinkiewicz 空间 ( ) ( )( ),Q L Qγ γ= ∞ ，且有 

( )( ) ( ) ( ){ }( )
1

,
0

: sup : .L Q Qg g Q gγ
γγ

γ
λ

λ ξ ξ λ
∞

>
= = ∈ > < +∞

 

性质 1 [8]：对于 1 21 γ γ≤ ≤ < ∞和 0 q< ≤ ∞，有以下连续嵌入成立 

 ( )( ) ( )( )2 1, ,L q Q L q Qγ γ                                  (2) 

且有 ( )( ) ( )( )1 2
1 2

1 1

, ,L q Q L q Qg A gγ γ
γ γ

−≤ 。 

性质 2 [8]：对于 1 20 q q< ≤ ≤ ∞和1 γ< < ∞，有以下连续嵌入成立 

Open Access

https://doi.org/10.12677/pm.2019.95080
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/


朱加义 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2019.95080 603 理论数学 
 

 ( )( ) ( )( )1 2, ,L q Q L q Qγ γ                                 (3) 

且有 ( )( ) ( ) ( )( )2 11 2, ,, ,L q Q L q Qg c q q g
γ γ

γ≤ 。 

下面我们给出本文所要证明的主要结论。 

定理 3：对于 2γ > ，0 q< ≤ ∞。假设 ( )( )2,f L q Qγ∈ ， ( )2
2f L Q∈ 。如果 u 满足双调和抛物方程(1)

且 ( )4 2
2D u L Q∈ ，那么就有 ( )( )4

1,D u L q Qγ∈ ，且有以下估计式成立 

( )( ) ( ) ( )( )( )2 21 2

4 4
,,

,L q QL q Q L Q
D u c D u f

γγ
≤ +                             (4) 

其中常数 0c > 与 u 和 f 无关。 

2. 引理和准备工作 

引理 4 [12]：Hardy 不等式：可测函数 [ ) [ ): 0, 0,F +∞ → +∞ 使得 

( )
0

d .F λ λ
∞

< ∞∫  

那么对于任意 1α ≥ 和 0r > 都有 

( )( ) ( )
0 0

d dd .r rF F
r

αα α

λ

λ α λλ µ µ λ λ λ
λ λ

∞ ∞ ∞ ≤      ∫ ∫ ∫  

引理 5 [13]：反 Hölder 不等式： [ ) [ ): 0, 0,h +∞ → +∞ 是一个不增可测函数，其中 1 2α α≤ ≤ ∞， 0r > 。

那么当 2α < ∞时 

( ) ( ) ( )2 12 1

2

1

1 1

1

d d ,r r rch h h
α αα α

αλ λ
α

µ µµ µ ελ λ µ µ
µ µ

ε

∞ ∞

−

      ≤ +         
∫ ∫  

对每个 ( ]0,1ε ∈ 和任意 0λ ≥ ；如果 2α = ∞那么 

( ) ( ) ( ) 11

1

dsup ,r r rh c h c h
αα

λµ λ

µµ µ λ λ µ µ
µ

∞

>

    ≤ +      
∫  

常数 c 依赖于 1α ， 2α ，r。当 2α = ∞时，常数 ( )1,c c rα≡ 。 
引理 6 [14]：迭代引理：设 0 10 T T≤ < ， ( )tϕ 是 [ ]0 1,T T 上的有界非负函数，且对于任意的 0 1T t s T≤ < ≤ ，

ϕ 满足 

( ) ( )
( )

,At s B
s t αϕ θϕ≤ + +
−

 

其中θ ，A，B 和α 是非负常数，且 1θ < ，则 

( )
( )

,Ac B
R αϕ ρ

ρ

 
 ≤ +
 − 

 

对任意 0 1T R Tρ≤ < ≤ ，其中常数 ( ),c c α θ= 。 
引理 7 [15]：Hölder 不等式：如果 ( )( )1tf Q t∈ > ，那么 ( )qf L Q∈ ，1 q t≤ < 且有以下不等式成立 

( ) ( )

1
1 1

.q t

q
q t

L Q Q

tf Q f
t q

− 
≤  −    
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下面我们给出证明定理 3 之前所需的准备工作。 
令 

2 2

1 1
224 2

0
2 2

1 1d d .
Q Q

D u z M f z
Q Q

η η
ηλ

   
= +      
   

∫ ∫  

其中 1M > ，
22

2
γη γ+

< = < 。 

定义 Calderón-Zygmund 算子为 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
224 21 1: d d ,

r i r i
r i Q z Q z

r i r i

CZ Q z D u z M f z
Q z Q z

η η
η   

   = +
   
   

∫ ∫  

其中 ( ) 2r iQ z Q⊂ 且 1iz Q∈ 。令
4

240
n

B
+

= ，则对于固定的 0Bλ λ> ，1 20 1 2r≤ ≤ ，我们将积分区域从 ( )r iQ z
扩大到 2Q ，就有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) 2 2

1 1
224 2

1 1 1
2 222 4 2

2 2

4
2

0

1 1d d

1 1d d

40 .

r i r i
r i Q z Q z

r i r i

Q Q
r i

n

CZ Q z D u z M f z
Q z Q z

Q
D u z M f z

Q QQ z

η η
η

η η
η

λ λ
+

   
   = +
   
   

        ≤ +                

≤ <

∫ ∫

∫ ∫  

现在对于点 iz 的水平集 ( ) { }4
1 1, :E Q z Q D uλ λ= ∈ > ，由 Lebesgue 定理可得 ( )( )r iCZ Q z λ> ，当

0 1r< � 。因此，一旦固定 0Bλ λ> ，由积分的绝对连续性可知存在最大的 ir 使得 

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1
2

24 21 1d d ,
i r i r ii i

i i

r i Q z Q z
r i r i

CZ Q z D u z M f z
Q z Q z

ηη
η λ

   
   = + =
   
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∫ ∫                (5) 

其中 1 20ir < 且对任意的 ( ],1 2ir r∈ ，有 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
224 21 1d d .

r i r i
r i Q z Q z

r i r i

CZ Q z D u z M f z
Q z Q z

η η
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   
   = + <
   
   

∫ ∫                (6) 

现令 ( )
ir iQ Q z≡ ，那么对于固定的 λ ，那么必有以下式子中的其中一个成立 

2
241 d

2 Q
D u z

Q
λ  ≤ 

  ∫ 或 2 d1
2

.
Q

M f z
Q

η η
ηλ  ≤ 

  ∫                           (7) 

假设第一种情况成立，那么我们得到 

{ }

{ } { }

{ }

2
24 4

0

4 44
0

4
2

4

4

1 d 2 : d
2

2 : d 2 : d

2 : d
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Q
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Q

z Q D u z Q D u

Q z Q D u

λ
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λ µ µ µ

∞

∞

∞

  ≤ = ∈ > 
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∫ ∫

∫ ∫

∫
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吸收右端第一项就有 

{ }4
2

4
: d .cQ z Q D uλ µ µ µ

λ
∞

≤ ∈ >∫                                (8) 

另一方面，如果第二种情况成立，那么选取 1 2

1
4M

ς = ，分离积分得到 

{ }

( ) { }

1
2 0

1

1 1 d : d
2

: d

Q
f z z Q f

Q QM

z Q f
Q

η
η η

η

η η
ζλ

λ η µ µ µ

ηζλ µ µ µ

∞ −

∞ −

  ≤ = ∈ > 
 

≤ + ∈ >

∫ ∫

∫
 

吸收右端第一项可得 

{ }1 : d .cQ z Q fη
η ζλ

µ µ µ
λ

∞ −≤ ∈ >∫                                (9) 

结合式(8)和(9)，我们就有 

{ } { }4 1

4
2 : d : d .c cQ z Q D u z Q fη

λ η ζλ
µ µ µ µ µ µ

λ λ
∞ ∞ −≤ ∈ > + ∈ >∫ ∫                  (10) 

令 u uλ λ= ， f fλ λ= 。事实上，根据式(6)可得如下两个不等式 

( ) ( )10

24

10

1 d 1,
r ii

i
Q z

r i

D u z
Q z λ ≤∫                                 (11) 

( ) ( ) ( ) ( )10 10

2

2

10 10

1 1d d .
r i r ii i

i i
Q z Q z

r i r i

cf z c f z
MQ z Q z

η
η

λ λ

 
 ≤ ≤
 
 

∫ ∫                     (12) 

对于固定的 1i ≥ ，我们首先对 fλ 作从 ( )10 ir iQ z 到 ( ]0,n T×� 上的零延拓，并记为 fλ 。则

( ]( )2 0,nf L Tλ ∈ ×� ，现在我们引入下述参照方程 

( ]2 , 0, ,

0, 0.

n
t

n

w w f z T

w z t
λ + ∆ = ∈ ×


= ∈ × =

�

�
 

由 pL 估计[9]，我么可得：
( ]( ) ( ]( )2 2

4

0, 0,n nL T L T
D w c fλ× ×

≤
� �

。从而可得 

( ) ( ] ( ] ( )10 10

2 22 24 4
0, 0,

d d d d ,n n
r i r ii iQ z T T Q z

D w z D w z c f z c f zλ λ× ×
≤ ≤ =∫ ∫ ∫ ∫� �

 

由上式及式(12)得 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

10

10

10

24

10

2

10

2

10

1 d

1 d

1 d

r ii
i

r ii
i

r ii
i

Q z
r i

Q z
r i

Q z
r i

D w z
Q z

c f z
Q z

cc f z c
MQ z

λ

η
η

λ

≤

 
 ≤ ≤ ≤
 
 

∫

∫

∫

                            (13) 
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令 v u wλ= − ，可知 2 0tv v+ ∆ = ， ( )10 ir iz Q z∈ 。 
由式(11)和(13)得 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

10

10 10

24

10

2 24 4

10 10

1 d

1 12 d d

r ii
i

r i r ii i
i i

Q z
r i

Q z Q z
r i r i

u

D v z
Q z

D w z D z c
Q z Q z λ

 
 ≤ + ≤
  

∫

∫ ∫
 

故由基本的 4,
locW ∞ 内部正则性理论，可得：

( )5

4sup
2r iiQ z

AD v ≤ ，这里取 1A ≥ 。 

对任意的 ( ) { }4
1 1, :iz E A Q z Q D u Aλ λ∈ = ∈ > ，因此

4D u Aλ> ，故有
4D u λ> 。再对于任意的 

( ) ( )5 1,
ii r iz Q z E A Qλ∈ ∩ ，结合式(12)得到 

( ){ } ( ){ }
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

5

10

4 4
5 5

4 4
5 5

24 4
5 2

2
10 10

: :

: :
2 2

: d
2

d

i i

i i

i r ii

i ir ii

r i r i

r i r i

r i Q z

r i r iQ z

z Q z D u A z Q z D u A

A Az Q z D w z Q z D

A cz Q z D w D w z
A

c cf z Q z Q z
M M

v

λ

λ

λ∈ > = ∈ >

   ≤ ∈ > + ∈ >   
   

 = ∈ > ≤ 
 

≤ ≤ ≤

∫

∫

                      (14) 

下面考虑式(5)，根据 Vitali 覆盖引理，可知存在一族互不相交的 ( ){ }ir i i
Q z

∈�
， ( ) 1 20i ir r z= < 且 

( ) ( ) { }1 5,
ir i

i
E A Q Q zλ

∈

⊂
�

∪∪ 零测集 。再由式(10)和(14)得到 

{ }
( ){ } ( )

( ){ } ( ){ }

{ } { }

4
1

4
5

1 1

4 1
2

1 4

4 1
2 22

4

:

:

1 1: d : d

1 1: d : d

i i

i i

r i r i
i i

r i r i
i

z Q D u A

cz Q z D u A Q z
M

c z Q z D u z Q z f
M

c z Q D u z Q f
M

η
λ η ζλ

η
λ η ζλ

λ

λ

µ µ µ µ µ µ
λ λ

µ µ µ µ µ µ
λ λ

∞ ∞

= =

∞ ∞ ∞ −

=

∞ ∞ −

∈ >

≤ ∈ > ≤

 
≤ ∈ > + ∈ > 

 
 

≤ ∈ > + ∈ > 
 

∑ ∑

∑ ∫ ∫

∫ ∫

.          (15) 

3. 定理 3 的证明 

下面证明当 q < ∞时的结论。 
对于 2γ > 和 q < ∞ ，首先根据 Lorentz 范数的定义得到 

( )( ) { }

{ }

{ }

1

0

0

4 1 4
10,

1 4
10

1 4
1

1 2

: d

: d

: d

:

q
q q q
L q Q

q
Bq q

q
q q

B

D u qA z Q D u A

qA z Q D u A

qA z Q D u A

S S

γ
γ

λ γ

γ
λ

λ λ λ

λ λ λ

λ λ λ

∞ −

−

∞ −

= ∈ >

= ∈ >

+ ∈ >

= +

∫

∫

∫
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对于 1S ，考虑 0λ 的定义和不等式 ( ) ( )2 2
tL Q Qg c g γ≤

 (见引理 7)和 ( ) ( )( )2 2,Q L q Qg c gγ γ
≤

 (见式 3)，

我们有 

{ }

[ ]

( ) ( )

( ) ( )( )

0

2 2

2 22

2 22

1 4
1 10

1 1
12

4 2
0

2 2

4

4
,

2

: d

1 1d d

q
Bq q

q

Q Q

q q
QL Q

q q
L q QL Q

q z f z

S qA z Q D u A

c B c D u M
Q Q

c D u f

c D u f

γ

λ γ

η

γ

η

λ λ λ

λ

−= ∈ >

 
    ≤ ≤ +      

+

+


     

 ≤   
 ≤   

∫

∫ ∫



                   (16) 

对于 2S ，结合式(15)有 

{ }

{ }( )

0

0

21
4

2 2
4

1
1

2

1 : d d

: d d

qq qq

B

qqq

B

S c z Q D u
M

z Q f

γγ γ
λλ

η
γηγ

λ ζλ

λ µ µ µ λ

λ µ µ µ λ

− −∞ ∞

− −∞ ∞ −

  ≤ ∈ >   
   


+ ∈ >






∫ ∫

∫ ∫

                     (17) 

进一步，当 q γ≥ 时，利用引理 4 得到 

{ }( ) { }( )

( )( ) ( )( )22

21 1
4 1

2 2 20 0

4
,,

1 : d : d

1
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当 0 q γ< < ，利用引理 5 1 2
21, , , 1qr

q
γα α ε

γ
 

= = = = 
 

得到 
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因此，再利用 Fubini 定理我们有 
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           (19) 
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同理可得 
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因此，由式(18)，(19)和(20)我们有 
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最后结合估计式 1S 和 2S ，可以得到 
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不妨假设
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4

,

q

L q Q
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γ
< +∞。事实上，考虑截断梯度 { }4 4min ,

k
D u D u k= 。然后选择 M 充分大， 

再利用迭代引理就可以得到当 q < ∞ 时的结论。 
下面证明当 q = ∞时的结论。 
考虑式(7)中的第二种情形，τ 为一个待定常数，有 
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接下来，利用引理 7，定义 ( ) { }1 , :F Q z Q fτλ τλ= ∈ > ，那么 
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选择适当的τ 使得 2 21 1
2 4

M cMη η η η
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同样的，根据(7)式中的第一种情形我们可以得到 

( )2su , .pQ c F Qγ γ

µ τλ
λ µ µ−

>
≤                                   (22) 

其中 ( ) { }4
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类似于在式(15)中的做法，由 Vitali 覆盖引理我们得到 
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下面根据范数定义，我们有 

( ) { }

{ } { }
1

0 0

1
4 4

1
0

1 1
4 4

1 1
0

1 2

sup :

sup : sup :

:

Q

B B

D u A z Q D u A

A z Q D u A A z Q D u A

J J

γ
γ

λ

γ γ

λ λ λ λ

λ λ

λ λ λ λ

>

< ≤ >

= ∈ >

= ∈ > + ∈ >

= +



 

先估计 1J ，考虑 0λ 的定义和不等式 ( ) ( )2 2
tL Q Qg c g γ≤

 (见引理 7)，得到 
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对于 2J ，考虑式(23)，进行变量替换之后得到 
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。最后，结合估计 

式 1J 和 2J 我们得到 
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因此，类似于在 q < ∞ 中的情形，利用迭代引理我们就得到了当 q = ∞时的结论。 
综上所述，定理 3 得证。 
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