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Abstract 

The binomial and trinomial combination counting calculation mode plays a core role in data de-
scription and data analysis of probability statistics, artificial intelligence, and big data. In this pa-
per, the variable measurement is used to calculate and project the multi-dimensional distribution 
of the trinomial combination counting coefficient. Based on the binomial combination equation 
and the quaternary variable metric, the binomial combination coefficients are decomposed and 
transformed to form a trinomial combination coefficient equation, and the two-dimensional quan-
tization counting matrix is obtained by the combination number calculation method. The relevant 
numerical calculation results are converted into statistical two-dimensional histograms and dis-
played in a two-dimensional color map. In this paper, the results of spatial symmetry and distri-
bution diversity of the trinomial coefficients are exhibited by using multiple graphical results. 
From the variation and invariant characteristics of the trinomial combination coefficient distribu-
tion, the clustering distribution characteristics of various combined transformations are syste-
matically explored. 

 
Keywords 

Variable Measurement, Combination Number, Visualization, Trinomial Coefficient 

 
 

基于变值测量对三项式组合系数的多维可视化

探索 

邓  凤，郑智捷 

云南大学，云南 昆明 
 

http://www.hanspub.org/journal/sa
https://doi.org/10.12677/sa.2019.84080
https://doi.org/10.12677/sa.2019.84080
http://www.hanspub.org


邓凤，郑智捷 
 

 

DOI: 10.12677/sa.2019.84080 705 统计学与应用 

 

收稿日期：2019年8月6日；录用日期：2019年8月16日；发布日期：2019年8月26日 
 

 
 

摘  要 

二项式、三项式组合计数的计算在概率统计、人工智能、大数据等的数据描述和分析中起着核心作用。

本文利用变值测量，对三项式组合计数系数的多维分布进行计算和投影。采用二项式组合表达式和四元

变值度量为基础，对二项式组合系数进行分解转换，形成三项式组合系数表达式，利用组合数计算方法

得到二维量化计数矩阵。将相关数值计算结果转化为统计二维直方图，以二维彩图模式展现。文中利用

多个图示结果展现出三项式系数的空间对称性和分布多样性的特征。从三项式组合系数分布的变化和不

变特性，系统地探索各种组合变换的聚类分布特性。 
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1. 引言 

二项式组合系数在数论、图论、统计和概率等数学分支扮演着重要的角色[1]，其在组合数学[2] [3] [4] 
[5] [6]、解析数学等学科研究领域也很重要，得到大数据、人工智能、概率统计等领域专家的注意。随着

大数据和人工智能、机器学习的深入发展，从基础数学的角度对组合计数的作用机制进行深入研究，变

得越来越重要。与前沿大数据和人工智能相关的数学问题可能是一个抽象的计数问题，所涉及到的组合

问题一直是组合函数中研究的核心。 
传统组合计数问题的研究集中在恒等式证明，对二项式组合系数的可视化研究需要更为深入探索。

从统计分布的角度来看，可视化是与实验、理论、计算同样重要的研究工具[7]，可以将复杂问题几何化，

具有清晰易懂、简洁明了的特点。将一个数学公式以图示化的结果表现出来，便于统计学研究人员进行

全局观察，从中找出其固有的属性特征。为了描述二项式组合系数形成的丰富的特征，本文利用变值测

量[8] [9]理论模型形成二项式组合系数，通过二项式表达式的四个元度量[10]，研究了三项式组合系数的

变化和不变特性。利用多维空间组合，组合数计算方法得到二维空间矩阵，并对这个二维空间分布结果

进行可视化。从全局不变的角度来看，系统地探索了各种组合变换的聚类分布特性。 

2. 基本理论 

2.1. 二项式系数 

二项式系数表示 n 元素的所有 i 元子集的个数，其数学表达式为： 

( )
!

! !
n n
i i n i

 
=  − 

                                      (1) 

其中：n 和 i 均为整数，且满足 0n i≥ ≥ 。 
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2.2. 范德蒙德综合式 

范德蒙德综合式(Vandermonde) [11] [12]是指相关联的二项式系数乘法组的总和组成二项式系数公式。 
(范德蒙德综合式)对所有整数 n，有 

k

r s r s
k n k n

+    
=    −    

∑                                   (2) 

本文中所提及的三项式系数为范德蒙德综合式的逆运算，是将二项式系数表达式拆分为两个二项式

组合计数表达式，并对这两个分组公式进行计数求和操作的多元组合变形公式。其中：两个分组二项式

组合计数公式共含有 4 个变量，且各不相同。 

2.3. 基本测量公式 

变值测量方法请参阅[13]，核心公式详情请参考第 58~68 页内容。 

根据变值组合式，对二项式系数公式
m
p

 
 
 

， 0m p≥ ≥ ，将变量 m 拆分为 4 元变量，p 进行等价置换， 

结合(2)式，有 
   2 2
   p

m m q q
p p k k

−    
=    −    
∑                                  (3) 

其中，m 表示总数，p 为 1 的个数，q 为 0~1 的个数，k 为符合数，各个变量的取值范围为： 2 0m q≥ ≥   ，

0m p≥ ≥ ， 0p k≥ ≥ 。 

3. 计算模型 

利用变值测量相关公式，本论文中所要求解的组合数的处理模型如下图 1 所示： 
 

 
Figure 1. Curve: Trinomial coefficient solution processing model 
图 1. 三项式系数求解处理模型 

 

选择：等价替换二项式系数公式
m
p

 
 
 

中的变量 m，p，形成含有 4 个变量的三项式系数公式：

2 2
p

m q q
p k k
−  

  −  
∑ 。 

计算：m 为任意整数，控制 p，k，q，3 个变量中的任意一个，使用组合数计算方法计算三项式组合

系数公式。 
计数矩阵：三项式组合系数公式的结果矩阵。 
图示：将计数矩阵投影在二维图上。 

4. 结果展示 

4.1. 计数矩阵 

对于三项式组合系数公式
2 2

p

m q q
p k k
−  

  −  
∑ ，取 m = 10，m = 11，控制 q 值变换为例，计算得出这个 

组合数公式的结果如下表 1，表 2，表 3 所示： 
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• 当 m = 10，m = 11，q = 0 时有： 
 
Table 1. Resulting data of trinomial coefficients 
表 1. 三项式组合公式计数矩阵 

 m = 10 m = 11 

 k = 0 k = 1 k = 0 k = 1 

p = 0 1 0 1 0 

p = 1 10 0 11 0 

p = 2 45 0 55 0 

p = 3 120 0 165 0 

p = 4 210 0 330 0 

p = 5 252 0 462 0 

p = 6 210 0 462 0 

p = 7 120 0 330 0 

p = 8 45 0 165 0 

p = 9 10 0 55 0 

p = 10 1 0 11 0 

p = 11 / / 1 0 

*注：表中只显示有数据的列，未显示的数据列，其列值均为 0。 
 

• 当 m = 10，m = 11，q = 2 时有： 
 

Table 2. Resulting data of trinomial coefficients 
表 2. 三项式组合公式计数矩阵 

 m = 10 m = 11 

 k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 

p = 0 1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

p = 1 6 4 0 0 0 7 4 0 0 0 

p = 2 15 24 6 0 0 21 28 6 0 0 

p = 3 20 60 36 4 0 35 140 42 4 0 

p = 4 15 80 90 24 1 35 140 126 28 1 

p = 5 6 60 120 60 6 21 84 210 84 7 

p = 6 1 24 90 80 15 7 28 210 140 21 

p = 7 0 4 36 60 20 1 4 126 140 35 

p = 8 0 0 6 24 15 0 0 42 84 35 

p = 9 0 0 0 4 6 0 0 6 28 21 

p = 10 0 0 0 0 1 0 0 0 4 7 

p = 11 / / / / / 0 0 0 0 1 

*注：表中只显示有数据的列，未显示的数据列，其列值均为 0。 
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• 当 m = 10，m = 11，q = 4 时有： 
 

Table 3. Resulting data of trinomial coefficients 
表 3. 三项式组合公式计数矩阵 

m = 10 m = 11 

 k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5 k = 6 k = 7 k = 8 k = 9 

p = 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

p = 1 2 8 0 0 0 0 0 0 0 0 3 8 0 0 0 0 0 0 0 0 

p = 2 1 16 28 0 0 0 0 0 0 0 3 24 28 0 0 0 0 0 0 0 

p = 3 0 8 56 56 0 0 0 0 0 0 1 24 84 56 0 0 0 0 0 0 

p = 4 0 0 28 112 70 0 0 0 0 0 0 8 84 168 70 0 0 0 0 0 

p = 5 0 0 0 56 140 56 0 0 0 0 0 0 28 168 210 56 0 0 0 0 

p = 6 0 0 0 0 70 112 28 0 0 0 0 0 0 56 210 168 28 0 0 0 

p = 7 0 0 0 0 0 56 56 8 0 0 0 0 0 0 70 168 84 8 0 0 

p = 8 0 0 0 0 0 0 28 16 1 0 0 0 0 0 0 56 84 24 1 0 

p = 9 0 0 0 0 0 0 0 8 2 0 0 0 0 0 0 0 28 24 3 0 

p = 10 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 8 3 0 

p = 11 / / / / / / / / / / 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

*注：表中只显示有数据的列，未显示的数据列，其列值均为 0。 

4.2. 图示 

4.2.1. m = 10, q 值变换 
以上二维计数矩阵空间，以 p，k 为横纵坐标，将计算结果投影在二维图上，形式一个多元彩色色谱

图。此三项式所得出的结果包含 6 个图(见图 2)，分别为 q = 0，q = 1，q = 2，q = 3，q = 4，q = 5。 
 

 
Figure 2. Curve: q value conversion result icon 
图 2. m = 10，q 值变换结果图示 
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4.2.2. m = 11, q 值变换 
同上述方法，直接给出当 q 值变换，m = 11 时的结果图示(见图 3)。从左到右依次为：q = 0，q = 1，

q = 2，q = 3，q = 4，q = 5。 
 

 
Figure 3. Curve: q value conversion result icon 
图 3. m = 11，q 值变换结果图示 

5. 结果分析 

图 1，图 2 是取 m = 10，m = 11，根据 q 值的变换所得的结果图示。从图 1，图 2 形成的 12 个结果

图示来看，每个二维彩色图都是对称的，且所得到的值，点的密集度均服从正态分布，当 m = 10 的时候，

最大值只有一个，m = 11 时，最大值有两个，且均位于图形中间位置。从形状来看，三项式组合计数的

结果随着 q 的变换呈现出特殊的形状，当 q 的取值相同时，m = 10，m = 11 形成的图形形状类似。从整

体来看，三项式组合系数可以变值投影为不同的图示，且每一个结果二维图都有其固有的特征，这就体

现出了变值的特性。反过来说，多个图示都是来自于同一个三项式组合系数公式，这就解释了变值理论

体系中的等值不变性。 

6. 总结 

本文利用变值测量模型对三项式组合系数的多维可视化进行初步探索。其处理流程主要包含 4 个核

心模块：选择公式，计算，计数矩阵，图示。从图示和结果分析可以看出，新的多元组合计数公式在计

数矩阵分布，投影图形，形状，点变换，值变换上都表现出特有的属性。这种对组合计数公式的创新型

处理方法为基础数学、统计分布等领域的研究提供了新思路，具有极其深远的意义。 
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