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Abstract 
In this paper, we give the inverse problem of high-dimensional Cauchy mean value theorem, generalize 
and improve the existing results through studying high-dimensional Cauchy mean value theorem. 
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摘  要 

通过对高维Cauchy中值定理的进一步研究，给出了高维Cauchy中值定理的逆问题，推广和改进了已有

文献的结果。 
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1. 引言 

微分中值定理是微分学的核心定理之一，是讨论怎么由导数的已知性质来推断函数性质的有效工具。

对于微分中值定理已经有较为深刻的研究，从一元到多元，从一次到高次都有研究。如[1]给出了二维

Cauchy 型中值定理。 
定理 1.1 函数 ( ) ( ), , ,f x y g x y 在闭凸区域 D 上连续，在开区域 D 上具有连偏导数，且 ( ), 0dg x y ≠ ，

( ),x y 为 D 内任一点，则对 D 内任意两点 ( ) ( )0 0 0 0, , ,M x y N x h y k+ + ，至少存在一点 ( ), MNξ η ∈  (联结

MN 的线段上一点 ( ), MN Dξ η ∈ ⊂ )，使得 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0 0

0 0 0 0

, ,, ,
, , , ,

x y

x y

f h f kf x h y k f x y
g x h y k g x y g h g k

ξ η ξ η
ξ η ξ η

++ + −
=

+ + − +
。 

而对于微分中值定理的逆问题，也有很多文献做了研究。[2]研究了一类单变量 Cauchy 型微分中值

定理的逆命题： 
定理 1.2 函数 ( ) ( ),f x g x 在 [ ],a b 上可导， ( ) 0g x′ ≠ ，且当 [ ]1 2, ,x x a b∈ ， 1 2x x< 时，有

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 0f x g x f x g x′ ′ ′ ′− <  (或 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 0f x g x f x g x′ ′ ′ ′− > )，则存在点 [ ]0 ,x a b∈ 使得 

1) 当 [ ]0,a xξ ∈ 时，存在唯一的 [ ],p a b∈ ，使得 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f p f a f
g p g a g

ξ
ξ

′−
=

′−
； 

2) 当 [ ]0 ,x bξ ∈ 时，存在唯一的 [ ],q a b∈ ，使得 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

f b f q f
g b g q g

ξ
ξ

′−
=

′−
。 

本文旨在研究多元微分中值定理的逆命题。在这一方面[3]证明下述定理。 
定理 1.3 设 2D R⊂ 是有界闭凸域，二元函数 ( ),z f x y= 在 D 上连续，在 D 的所有内点都有关于 x、

y 的连续偏导数，且 ( ),f x y 是 D 上的严格凸函数，则 ( )0 0,P x y D∀ ∈ ，在任意通过此点的直线段上，总

能找到两点 ( )1 1 1,P x y ， ( )2 2 2,P x y D∈ ，使得 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 2 1 1 0 0 2 1 0 0 2 1, , , ,x yf x y f x y f x y x x f x y y y− = − + − 。 

2. 主要结果 

从定理 1.2 中我们可以提出它的逆命题，即： 
函数 ( ) ( ), , ,f x y g x y 在闭凸区域 D 上连续，在开区域 D 上可微，且 ( ), 0dg x y ≠ ，( ),x y 为 D 内任一

点，对任意一点 ( ),ξ η ，则在 D 内任意通过该点的线段 MN 上，总存在两点 ( ) ( )1 1 2 2, , ,M x y N x y 使得 

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 1 2 12 2 1 1

2 2 1 1 2 1 2 1

, ,, ,
, , , ,

x y

x y

f x x f y yf x y f x y
g x y g x y g x x g y y

ξ η ξ η
ξ η ξ η

− + −−
=

− − + −
。 

这个逆命题是不成立的。如设 ( ) 2 4, 4f x y x x= − ， ( ) 2,g x y x= ，( ) ( ), 0, yξ η = ， [ ] [ ]1,1 1,1D = − × − ， 
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可以验证当 MN 是平行于 x 轴的线段且ξ 靠近 0 时，上面的结果不正确。即这样的柯西中值定理的逆命

题并不成立，所以我们需要适当的加强条件来使之成立。下面定理为本文的主要结果。 
定理 2.1 设函数 ( ) ( ), , ,f x y g x y 在闭凸区域 D 上可微，且 ( ), 0dg x y ≠ 。假定 ( ) ( )1 1 2 2, , ,a b a b D∀ ∈  

( 1 2a a< )， 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1 1 2 1 1 1 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1

2 2 2 1 2 2 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1

, , , ,

, , , ,

x y x y

x y x y

f a b a a f a b b b g a b a a g a b b b

f a b a a f a b b b g a b a a g a b b b

   − + − − + −   

   < − + − − + −   

       (2.1) 

或 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

1 1 2 1 1 1 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1

2 2 2 1 2 2 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1

, , , ,

, , , ,

x y x y

x y x y

f a b a a f a b b b g a b a a g a b b b

f a b a a f a b b b g a b a a g a b b b

   − + − − + −   

   > − + − − + −   

       (2.2) 

则当 ( )1 1 1,A x y ， ( )2 2 2,A x y  ( 1 2x x< )在 D 上，存在点 ( )0 0 0 1 2,A x y A A∈ 使得 
1) 当点 ( ) 1 0,B A Aξ η ∈ ，存在唯一的 ( ) 1 2,P A Aζ λ ∈ ，使得 

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

1 11 1

1 1 1 1

, ,, ,
, , , ,

x y

x y

f x f yf f x y
g g x y g x g y

ξ η ζ ξ η λζ λ
ζ λ ξ η ζ ξ η λ

− + −−
=

− − + −
；               (2.3) 

2) 当点 ( ) 0 2,B A Aξ η ∈ ，存在唯一的 ( ) 1 2,P A Aζ λ ∈ ，使得 

( ) ( )
( ) ( )

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 22 2

2 2 2 2

, ,, ,
, , , ,

x y

x y

f x f yf x y f
g x y g g x g y

ξ η ζ ξ η λζ λ
ζ λ ξ η ζ ξ η λ

− + −−
=

− − + −
。               (2.4) 

证明：不妨假定(2.1)成立，因为(2.2)的情况类似可以证明。现在我们将分两种情况对它进行分类讨论。 
1) 第一情况：直线段 1 2A A 与 x 轴或者 y 轴平行，即直线段 MN 上的点横坐标或者纵坐标相等。不失

一般性，假定 1 2A A 与 x 轴平行，也即 1 2y y= 。记 1 0y y= 。此时我们可以把二元函数转换为一元函数，使

得问题变得更加方便。这时我们要证明的是存在唯一的 0x ， 1 0 2x x x< < ，记 ( )0 0,x y 为 0A ，使得 
a) 当 ( )0 1 0,B y A Aξ ∈ ，存在唯一的 ( )0 1 2,P y A Aζ ∈ ，使得 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0 1 0 0

0 1 0 0

, , ,
, , ,

x

x

f y f x y f y
g y g x y g y
ζ ξ
ζ ξ

−
=

−
； 

b) 当 ( )0 0 2,D y A Aξ ∈ ，存在唯一的 ( )0 1 2,P y A Aζ ∈ ，使得 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

2 0 0 0

2 0 0 0

, , ,
, , ,

x

x

f x y f y f y
g x y g y g y

ζ ξ
ζ ξ

−
=

−
。 

令 ( ) ( ) ( ) ( )0 0, , ,f x y F x g x y G x= = 。由条件(2.1)可知如果 1 2x x′ ′≤ ，那么 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1 0F x G x F x G x′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′− < 。 

于是由定理 1.2 可知(2.3)和(2.4)成立。 
2) 第二种情况： 1A 、 2A 横坐标或纵坐标都不相同的情况。此时我们对坐标轴进行平移，使得原来的

坐标轴 xoy 移动到以 ( )1 1,x y 为原点的坐标轴并记为坐标轴 x oy′ ′，使得新的 x 轴与 y 轴与原先的平行且同

向。此时新的坐标轴 x oy′ ′上的点 ( ),x y′ ′ 在坐标轴 xoy 上就可以表示成 ( )1 1,x x y y′ ′+ + 。接着我们旋转坐 

标轴 x oy′ ′使得直线段 1 2A A 可以与横坐标轴重合，记逆时针旋转的角度为θ  (
2 2

θπ π
− < < )，记新的坐标

轴为 x oy′′ ′′。此时在 x oy′′ ′′上的点 ( ),x y′′ ′′ 在 x oy′ ′上的坐标为 ( )cos sin , sin cosx y x yθ θ θ θ′′ ′′ ′′ ′′− + 。这样坐
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标系 x oy′′ ′′和坐标轴 xoy 上同一点的坐标 ( ),x y′′ ′′ 和 ( ),x y 的关系可以表示成 

1cos sinx x y xθ θ′′ ′′= − + ， 

1sin cosy x y yθ θ′′ ′′= + + 。 

由于此时直线段 1 2A A 与 x′′轴重合，故线段 1 2A A 的纵坐标 0y′′ = ，我们记 

( ) ( ) ( )1 1, cos , sinA x f x y f x x x yθ θ′′ ′′ ′′= = + + ，                     (2.5) 

( ) ( ) ( )1 1, cos , sinB x g x y g x x x yθ θ′′ ′′ ′′= = + + 。                     (2.6) 

经过坐标变换，我们将复杂的情况转化成了简便的情形来处理。接下来我们将证明 ( ) ( ),A x B x′′ ′′ 在

( ) ( )2 2
2 1 2 10 x x x y y′′≤ ≤ − + − 上都可导且当 1 2x x′′ ′′< 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1A x B x A x B x′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′< 。 

我们先证明 ( ) ( ),A x B x′′ ′′ 在 ( ) ( )2 2
2 1 2 10 x x x y y′′≤ ≤ − + − 上都可导。由于函数 ( ),g x y 可微，故对

( ) ( ),A x B x′′ ′′ 求导可以得到 

( ) ( ) ( )1 1 1 1cos , sin cos cos , sin sinx yA x f x x x y f x x x yθ θ θ θ θ θ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= + + + + + ；        (2.7) 

( ) ( ) ( )1 1 1 1cos , sin cos cos , sin sinx yB x g x x x y g x x x yθ θ θ θ θ θ′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′= + + + + + 。        (2.8) 

由题意易知 ( ) 0B x′ ′′ ≠ 。下面我们证明当 1 2x x′′ ′′< 时， 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1A x B x A x B x′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′< 。 

记 ( )1 1 1 1 1cos , sinP x x x yθ θ′′ ′′ ′′+ + ， ( )2 2 1 2 1cos , sinP x x x yθ θ′′ ′′ ′′+ + ，则 ( )( )1 2 2 1 cos ,sinP P x x θ θ′′ ′′ ′′ ′′= −


。根据条

件(2.1)有 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1 1 2 1 1 1 2

2 2 1 2 2 2 1 2

, ,

, ,

x y x y

x y x y

f P f P P P g P g P P P

f P f P P P g P g P P P

   ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′⋅ ⋅   

   ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′ ′′< ⋅ ⋅   

 

 

， 

也即 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )2 2
1 2 2 1 2 1 2 1A x B x x x A x B x x x′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′′ ′′− < − 。 

故 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 1A x B x A x B x′ ′′ ′ ′′ ′ ′′ ′ ′′< 。 

现在由定理 1.2 可知存在唯一的 0x ， ( ) ( )2 2
0 2 1 2 10 x x x y y≤ ≤ − + − ，使得 

a) 当 00 xξ< < 时，存在唯一的 ( ) ( )2 2
2 1 2 10 x x y yζ< < − + − ，使得 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

0
0

A A A
B B B
ζ ξ
ζ ξ

′−
=

′−
； 

b) 当 ( ) ( )2 2
0 2 1 2 1x x x y yξ< < − + − ，存在唯一的 ( ) ( )2 2

2 1 2 10 x x y yζ< < − + − ，使得 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )
( )
( )

2 2
2 1 2 1

2 2
2 1 2 1

A x x y y A A
BB x x y y B

ζ ξ
ξζ

− + − − ′
=

′− + − −
。 
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现在将(2.5)、(2.6)及(2.7)、(2.8)代入到上面的(a)、(b)就可得到定理。 
注 1 1) 在定理 2.1 中如果设 ( ) ( ),f x y F x= ， ( ) ( ),g x y G x= ， [ ],D a b= ，则定理 2.1 即为定理 1.2。 

2) 在定理 2.1 中如果设 ( ),g x y x= ，那么(2.1)变为 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 1 1 1 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1, , , ,x y x yf a b a a f a b b b f a b a a f a b b b   − + − < − + −   ；    (2.9) 

(2.2)变成 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 1 2 1 1 1 2 1 2 2 2 1 2 2 2 1, , , ,x y x yf a b a a f a b b b f a b a a f a b b b   − + − > − + −   。   (2.10) 

当 f 是严格凸函数时，(2.9)成立；当 f 是严格凹函数时，(2.10)成立。故定理 2.1 是定理 1.3 的改进。 
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