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Abstract 
The four-color theorem also known as the four-color conjecture or the four-color problem is one 
of the world’s three largest mathematical conjecture. Although it has been proved on computer, 
which owes to its powerful computing ability, after all, it isn’t strictly reasoned mathematically. 
Lots of math enthusiasts devote themselves to studying the problem around the globe. In this pa-
per, the new concepts of two-color dyeable continuous line are put forward. A new method is used 
to prove that the 3-coloring of 3-regular planar graph lines is equivalent to the 4-coloring of 
maximal graph points. It is also proved that the 3-coloring of 3-regular planar graph lines is in-
evitably possible. Thus, a universal four-color coloring method for vertices of any maximal graph 
is given. 
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摘  要 

四色定理，又称四色猜想、四色问题，是世界三大数学猜想之一。计算机证明虽然做了百亿次判断，终
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究只是在庞大的数量优势上取得成功，这并不符合数学严密的逻辑体系，至今仍有无数数学爱好者投身

其中研究。本文另辟蹊径，创新提出两色可染连续线、偶数环消除法等新概念，用新的办法证明3-正则

平面图线的3着色与极大图点的4着色等价，且证明了3-正则平面图线的3着色是必然可以的，以此给予

任意极大图顶点一个普遍四色可染的方法。 
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1. 引言 

百度上是这么说的：“任何一张地图只用四种颜色就能使具有共同边界的国家着上不同的颜色。”

用数学语言表示，即“将平面任意地细分为不相重叠的区域，每一个区域总可以用 1，2，3，4 这四个数

字之一来标记，而不会使相邻的两个区域得到相同的数字。”目前只有通过计算机经过百亿次计算得以

证明，还没有可信服的书面证明方式，下面我们来尝试书面证明。 

2. 证明思路 

2.1. 证明范围及限制条件 

平面或球面地图，不考虑“飞地”。 

2.2. 思路 

根据坎泊关于四色猜测的证明，地图可以认为是无割边的 3-正则平面图，其对偶图是一个极大图，

泰特猜想认为证明 3-正则平面图线的 3 着色等价于极大图顶点的 4 着色[1]。所以我下面的证明分为两个

步骤，第一证明 3-正则平面图线的 3 着色与极大图点的 4 着色等价，第二证明 3-正则平面图线的 3 着色

是必然可以的。 
我们不再讨论前人的各种各样的图，现在把所有极大图归为一个图集，把所有 3-正则平面图归为一

个图集，那么意味着下面的证明只能从这两个图集各自存在的普遍性质及两集之间的固有联系出发来展

开论述。 

2.3. 证明步骤 

步骤一：证明 3-正则平面图线的 3 着色与极大图点的 4 着色等价。 
步骤二：证明 3-正则平面图线的 3 着色是必然可以的。 

3. 证明步骤一 

3.1. 找出任意 3-正则平面图及其对偶图(极大图)之间的点、线、面之间的对应关系 

以任意一个极大图为例，我们设此极大图顶点个数为 V (V 为大于 2 的自然数)，线数为 Y，图中三

边形(边可能是曲线，后文不再解释)个数为 X，由于要证明球面的情况，所以我们认为图外部也是一个三
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边形，那么三者之间存在如下关系： 
Y = 3V − 6，此式可以说是定理，证明也很简单，不再解释； 
X = 2Y/3，因为每个三边形需要三根线，每根线均为 2 个三边形共用； 
X = 2V −4，由以上两式推出，显然 X 必是一个大于等于 2 的偶数。 
我们继续以任意一个 3—正则平面图为例，设 3-正则图的顶点(三界点)个数为 x，线数为 y，那么两

者之间会有如下关系： 
x = 2y/3，每个顶点都通过 3 根线连接其它顶点，每根线连接 2 个顶点。 
那么我们看对于任意一个固定的 3-正则图与其对偶图(极大图)之间存在的必然联系，把 3-正则图每

一个面浓缩为 1 个顶点，用线代替面与面之间的邻接关系，即可得到其对偶图。在 3-正则图里 2 个相邻

面之间只可能存在 1 根共线(边)，其对偶图里 2 个相邻顶点之间也只存在一根邻接线，所以此两图线数是

相等的并且存在一一对应关系，也就是 Y = y = 3V − 6。 
另外，3-正则图里的每个顶点也都为 3 个面所共有，所以在转换成其对偶图的过程中，每个顶点(三

界点)都必然化为极大图内的一个三边形，也就是说 3-正则图内的每个顶点与其对偶图内的三边形存在一

一对应关系，即 x = X = 2V − 4，为偶数。 

3.2. 根据点、线、面之间的对应关系，以简单图为例找出染色对应规律 

根据以上对应关系，如果我们能够对 3-正则平面图线进行 3 色区分，那么 3-正则图内的每个顶点所

连接的线必然包含 3 色，然后把每根线的染色一一对应到其对偶图中，也必然导致此对偶图(极大图)中所

有三边形的边线包含 3 色。如图 1： 
 

 
Figure 1. Correspondence between simple 3-regular graphs and their dual graphs 
图 1. 简单 3-正则图与其对偶图的对应关系 

 
图 1 中左图为 3-正则图，右图为其对偶图，3-正则图的顶点与其对偶图的三边形存在一一对应关系，

我用 s1、s2……sn 标注，A、B、C 代表 3 种颜色，对左图线 3 着色并一一对应到右图，右图中每个三边

形的边线均为 3 色。把图 1 右图中同一色线加粗，如下图 2： 
从图 2 中我们很容易发现，只需要任选一图把同一根加粗线上的顶点交互染 A、B 两色，另一个根

加粗线上的顶点交互染 C、D 两色，即可完成对此极大图的顶点 4 染色。 

3.3. 以更复杂的图为例，验证染色规律 

我们直接引入更复杂的极大图，对所有三边形的边进行 3 染色，并分别对同一色线加粗，如下图 3~5： 
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Figure 2. Coarsening of the same color line 
图 2. 对同一色线加粗处理 
 

 
Figure 3. Roughening and classification of complex maximum graph A chromatic lines 
图 3. 复杂极大图 A 色线加粗并分类 

 
仔细观察以上 3 图，我们可以把图中同一色线的加粗线归为两类，两类线之间存在另外 2 色的连接

线，而同一类之间不存在连接线，因此我们依然可以一类线的顶点交替染 A、B 两色，另一类线交替染 C、
D 两色，从而实现极大图的顶点染 4 色。 
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Figure 4. Roughening and classification of complex maximum graph B chromatic lines 
图 4. 复杂极大图 B 色线加粗并分类 

 

 
Figure 5. Roughening and classification of complex maximum graph C chromatic lines 
图 5. 复杂极大图 C 色线加粗并分类 
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3.4. 证明 3-正则平面图线的 3 着色与极大图点的 4 着色等价 

以上我们仅证明了 3-正则图与其对偶图(也就是极大图)线的一一对应关系，以及如果可以对 3-正则

图线 3 染色，即可对其对偶图(极大图)中每个三边形的三边 3 染色。至于极大图同一色线加粗后可对其顶

点 4 染色，只是我们发现的规律，下面我们来继续证明其必然性。 
我们先引入一个定义，我称为两色可染连续线。 
两色可染连续线：任意数量点、线连接构成的一条连续线，如果此线的顶点两色可区分，我们称为

一条两色可染连续线。 
如图 6 所示，两色可染连续线具备以下几点性质： 
a、可以是点、线、环线、树状线及其组合组成； 
b、必须是连续的，除了一个点的特殊情况外，可以从任意一个点出发经过不重复路径到达另外一个

任意点； 
c、环线必须是偶数环，不可存在任何形式的奇数环。 
d、如果设点数为 v，连线数为 y，则 y 大于或等于 v − 1，环越多，点数与线数差值越大。 

 

 
Figure 6. Two-color dyeable continuous line 
图 6. 两色可染连续线 

 
以上图 2~5，各图加粗线每一条都是两色可染连续线，但所有极大图中的线按照我们给定规则 3 染

色，是不是同一色线中的任意一条线都是两色可染连续线？我们只需要证明最重要的一点，那就是没有

奇数环。 
如图 7 给出一个 A 色线的奇数环，并且把此图连接至极大图。 

 

 
Figure 7. The odd number ring of A-color line 
图 7. A 色线的奇数环 
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我们上文已经提到，对于一个极大图来说，如果极大图外部也认为是一个三边形，那么三边形个数

X = 2V − 4 是一个偶数，图 7 奇数环外可以看做有 3 个三边形(放球面上会更加明白)，是一个奇数，所以

奇数环内部三边形个数也必然是一个奇数；又因为每增加 1 个顶点都必然增加 2 个三边形，如果增加的

这个顶点不在奇数环上，那么增加的两个三边形只能同时在环内或者环外，所以会得到一个推论：当一

个极大图被一个奇数环分为内外两部分时，不管存在多少顶点，环内外分别存在的三边形个数都必将是

一个奇数；同理被偶数环分为两部分时，环内外三边形的个数都必将是一个偶数。 
按照我们前文对线的染色方法可知，任何一色的线数我们需要 X/2，也就是说环内 B、C 两色所染的

线数之和与环内三边形个数相等，那么当环内三边形个数 X 为奇数时必然造成 B、C 两色的线数不等，

所以至少会有一个三边形边线只有两色，如图 7 中 4-5-8 三边形。 
因此，当我们对一个极大图中所有三边形的边线都用 A、B、C 三色染色完毕时，同一色线所构成的

环必将不会出现奇数环，只能是偶数环。所以，可以确定给定任意极大图，如果对极大图内所有三边形

边线进行 3 色区分，那么同一色线构成的每条连续线均为两色可染连续线。 
还有一点要说明，我们上文说两色连续线的点、线关系，同一根两色可染连续线连线数 y 大于或等

于点 v − 1，也就是说 y 最小值是 v − 1，而极大图我们染色后同一色线的数量 Ya = Y/3 = V − 2，如此则

在一个我们给线染色后的极大图中至少会存在两条不连通的同一色线的两色可染连续线，如此才能满足

两色可染连续线的点、线关系。 
虽然有了两色可染连续线，但要实现极大图顶点 4 色可染，还要解决另外一个问题，那就是会不会

存在三条两色可染连续线循环连接问题？所谓循环连接，就是一条 A、B 染色的连续线同时与两条 C、D
染色连续线存在连接线，而两条 C、D 染色连续线之间同样存在连接线。事实证明这是不可能的，看下

图 8： 
 

 
Figure 8. Cyclic connection 
图 8. 循环连接 

 

其实这个问题和上个问题原因雷同，如图 8(左)所示，如果循环连接，一定会形成像 1-2-3 一样的边

线仅有两色的三边形，如果边线改成三色，如图 8(右)则上下两条连续线会连接成一条，在我们染色后的

极大图中根本不会出现。 
也就是说，如果我们从内到外给两色可染连续线排序，那么只能是按顺序 1 号线连 2 号线、2 号线

连 3 号线，3 号线连 4 号线，以此类推。对于任意一个 n 号线，他只能连接 n − 1 与 n + 1 号线，而绝不

可能越过相邻的两条线与其它两色可染连续线连接，这是一种“平行”关系。因此，我们按照两色可染

连续线的排序，如果奇数号线顶点染 A、B 两色，那么偶数号线顶点我们就染 C、D 两色，极大图的顶

点就必然 4 色可区分。 
要注意的一点是，在及其复杂的极大图中，同一根两色可染连续线上的多个偶数环会包围多条两色

可染连续线，因此我们同一个编号的线也会存在多条。 
综上所述，如果能实现 3-正则平面图线的 3 着色，那么必然可以实现极大图顶点的 4 着色，这是完

全等价的。 
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4. 证明步骤二 

4.1. 证明思路 

下面我们继续来证明任意 3-正则平面图线的 3 着色。上文我们已经完成了第一步的证明，而这第二

步的证明更为重要也更为困难。曾经泰特就是因为第二步错误认为所有 3-正则图都存在哈密顿圈而错过

了四色猜想的书面证明，我在这个问题上用了一年的时间，想了几十种方法，下面我来介绍我自己认为

最可靠的一种方法，我称为偶数环消除法。 
我的思路是这样的，对于任意一个无割边 3-正则图，如果我们能找到同一类型的一种单元，这个单

元是 3 色可染的，另外增加或者减少一个这样的单元都依然会形成 3-正则图，且不影响原有 3-正则图线

的染色，那么对于任意 3-正则图来说在不断减去这样一种单元的情况下就会得到顶点比较少的 3-正则图，

例如 x = 4、6 等，而这些顶点比较少的 3-正则图都已经证明了是 3 色可染的，我们再用这些顶点比较少

的 3-正则图一步一步加上我们减少的每个单元，原路返回，并且一步一染色，即可得到任意无割边 3-正
则图线的 3 染色。 

4.2. 选择要消除基本单元，并分析其特点 

这个单元我选择的是偶数环及部分附属线，准确的来说是环内无点的偶数环，也就是说偶数环内部

是可以有线的，我们来看看 3-正则图内偶数环的特点。 
如图 9 所示，偶数环必然是 3 色可染的，这些偶数环内部并无点，也无连接线。左图环线我们只用

了 A、B 两色，偶数环外必然有偶数根线与偶数环相连接，且连接线全为第三色 C 色，也是偶数根线；

中间图点 1 与点 8 连接我们用了第三色 C 色，而环外连线多了两根 A 色线，是偶数，环外总线数也是偶

数；同理右图，我们用相对更复杂的 3 色染色，但环外与环上点相连的线都必然是偶数，且同一颜色的

连接线也必然是偶数。我们再看看一些特殊的环内无点偶数环，我们让偶数环内有连接线，如下图 10： 
 

 
Figure 9. Even rings in 3-regular graphs 
图 9. 3-正则图内的偶数环 

 
此图就是偶数环内有连接线，连接了点 4 和点 8，那么依据 3-正则图点、线连接方式，此时点 4 与

点 8 将不可能再与外部其它点连接，又因为每一根连接线都连接两个点，所以偶数环内每多一个连接线，

与环外点相连的连接线必然少两根，依然会保持偶数，同一色线也依然会保持偶数根；另外，上图 10 如

果点 1 与点 7 连接，偶数环不与点 9、15 连接，那么这根连接线可以在环外部，但环上的点与环外的点

之间的连接线还是会保有以上性质，就是线数是偶数，同一色线也是偶数。 
值得一提的并不是所有 3-正则图都存在环内无点且无线的偶数环，例如正 12 面体，每个面都是 5

条边，都是奇数环，但如果考虑环内无点且有线的情况，等同于我们把相邻的两个奇数环拼接成一个偶

数环，这样在 3-正则图里就必然可以找到偶数环了。 
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Figure 10. Even rings on-line in ring memory 
图 10. 环内存在线的偶数环 

 

我们把 3-正则图中环内无点的偶数环、偶数环上点之间的所有连接线，以及偶数环与外部点连接线

数的一半(消除的点、线数量关系必须保证 x = 2y/3)看做一个基本单元。 

4.3. 说明偶数环消除法的染色步骤及注意事项 

首先任何一个上文中选定的基本单元的线必然是 3 色可染的；在任意一个复杂的 3-正则图里我们都

可以一步一步消除这样的单元；那么剩下的线数，都必然是剩下的点所需要的，我们把剩下的点、线对

应连接也必然还是一个 3-正则图。按照这样一步一步消除的办法，我们最终会得到点数 x = 4 或者 6 的

3-正则图，这些 3-正则图都已经证明是 3 色可染的。最后我们原路返回，把每一步消除的单元加进来，

并一步一染色，在这个过程中每一步只需要对新加入的单元的线 3 染色，而不会改变原有线的染色，至

于点、线之间连接方式的改变我们可以原路复原，这样我们将可以得到任意无割边 3-正则图线的 3 染色。 
要注意的是一种特殊情况，我们消除的单元是 3 色可染的，因为在恢复过程中偶数环与外部点连接

线的颜色的限定，偶数环并不全都是 3 色可染，但此时要形成新的 3-正则平面图，会存在偶数环外部同

一个点发出两条线与偶数环上两个不同的点连接，此时这两条线互换颜色将不影响上一个 3-正则平面图

染色，互换颜色后将可以对偶数环的线 3 染色；如果既不存在同一个点发出两条线也限定颜色造成偶数

环线 3 色不可染，此时将无法形成下一个 3-正则平面图，而我们每一个单元都是从 3-正则平面图上消去

的，所以恢复过程中不会出现此类状况。 

4.4. 举例演示 3-正则图染色步骤 

下面我们以 12 面体所对应的 3-正则图举例来说明我们的证明，我会选择一个一个的单元一步一步拆

除，拆除过程中改变线的连接形成点数较少的 3 正则图，最后当 x=4 时我对这个 3-正则图线染 3 色，并

一步一步复原，在过程中一步一步染色，看我们是否能一次为正 12 面体的边线染色。如下图 11 就是正

12 面体对应的 3-正则图： 
第一步，加粗线部分是我选择的第一个偶数环及相关要拆除的线，拆除后及连接成新的 3-正则图如

下图 12： 
第二步，选择新的拆除单元，并拆除，如下图 13： 
第三步，连接成新的 3-正则图，此时 x = 4，对 x = 4 的 3-正则图染色，如下图 14： 
第四步，开始还原一个单元，并染色，如下图 15： 
第五步，还原最后一个单元，并染色，如下图 16： 
如此，我们就给正 12 面体所对应的 3-正则图的线 3 染色完毕。 
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Figure 11. 3-Regular graphs corresponding to a regular 12-face 
图 11. 正 12 面体对应的 3-正则图 

 

 
Figure 12. Remove the first unit and connect it to a new 3-regular graph 
图 12. 拆除第一个单元并连接成新的 3-正则图 

 

 
Figure 13. Select the second unit and remove it 
图 13. 选择第二个单元并拆除 
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Figure 14. 3-Regular graphs with regression x = 4 and coloring 
图 14. 回归 x = 4 的 3-正则图并染色 

 

 
Figure 15. First reduction and dyeing 
图 15. 第一次还原并染色 

 

 
Figure 16. Last reduction and dyeing 
图 16. 最后一次还原并染色 
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总结第二阶段的证明：如果给定一个 3-正则图，我们总能在 3-正则图内找到一个环内无点的偶数环，

把这个环内无点的偶数环及其环上各点之间的连接线，以及环上各点与环外点之间连接线的一半数量的

线看成一个单元，我们消除这个单元后一定还可以连接成一个顶点数变少的 3-正则平面图；在我们不断

消除此类单元的情况下，就一定可以得到顶点数 x = 4、6 等顶点数极少的 3-正则图，然后我们可以给这

个 3-正则图的线 3 染色，并且可以把消除的单元一步一步恢复，恢复过程中即可完成原给定 3-正则图线

的 3 染色。 
如果用一句话叙述，即如果一个 3-正则图线 3 色可染，那么这个 3 正则图加入一个环内无点的偶数

环及对应的若干连接线(点、线关系保持 x = 2y/3)，必然可以形成另一个线 3 色可染的 3-正则平面图；又

因为我们不限定环内无点偶数环的个数、顶点数及连接形式，且顶点数 x = 4、6 等顶点数极少的 3-正则

图 3 色可染，所以原则上我们可以做出任意的 3-正则平面图，且所有 3-正则图的线必然是 3 色可区分的。 

5. 结论 

至此，我们已经证明了开篇表明的两个观点，即第一证明 3-正则平面图线的 3 着色与极大图点的 4
着色等价，第二证明 3-正则平面图线的 3 着色是必然可以的。这也就等同书面证明了四色猜想是一个真

命题。 
现实中证明这个命题之所以困难，我分析原因主要是在极大图顶点数足够多，或者 3-正则平面图线

数比较多的情况下，正确解的数量会随之增加，过程中进入误区的概率也会更大。想要寻找一个固定解，

那么因为解的不确定性，必然面临随机选择，如果这种随机选择不能保证是正确的方向，那下一步就是

误区。而我们的方法，也存在随机性，但这种随机性只会在正确解的范围内波动，例如在 3-正则平面图

偶数环的消除过程中，不同的选择就可能会有不同的正确解。 
以后的研究中，正解的数量与点、线数量的关系应该作为努力的方向。 
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