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Abstract 
In this paper, we consider a class of discrete and right definite Sturm-Liouville problems: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )p t y t q t y t r t y t−∇ ∆ + = λ , [ ]t T ∈ 1,  

the boundary conditions are 
( ) ( )b y b y= ∆0 10 0 , 

( ) ( ) ( )2
2c c c c y T y T+ + + + = ∇ +3 3

0 1 3 1 1λ λ λ λ . 

where T > 1  is an integer, λ  is the eigenparameter and c ≠3 0 . First we construct two functions 

( )f λ  and ( )g λ , using the similar way in [1], by solving the roots of ( ) ( )f g=λ λ , we obtain 
three conclusion: the first is the existence of eigenvalues, second is the oscillation properties of 
eigenfunction, third is the inequalities of eigenvalues among the problems considered in this pa-
per, Dirichlet problems and Neumann problems. 
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摘  要 

本文讨论了一类离散右定的Sturm-Liouville问题： 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )p t y t q t y t r t y t−∇ ∆ + = λ ， [ ]t T ∈ 1,  

边界条件为 

( ) ( )b y b y= ∆0 10 0 ， 

( ) ( ) ( )2
2c c c c y T y T+ + + + = ∇ +3 3

0 1 3 1 1λ λ λ λ ， 

其中T > 1是一个整数， λ 是谱参数且 c ≠3 0 。先构造两个函数 ( )f λ 和 ( )g λ ，采用类似于文献[1]的方

法，通过求 ( ) ( )f g=λ λ 的根，我们得出如下三方面的结论：一，问题的特征值的存在性，二，特征函

数的振荡性质，三，本文所考虑的问题、Dirichlet问题以及Neumann问题的特征值之间的不等式。 
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1. 引言 

差分方程常出现在不同领域的数学模型中，如生物学，生态学，物理学等[2]。许多的学者进行了这

方面的研究，得到了一些重要的结论。学者们根据不同的边界条件对离散问题进行研究，如分离边界条

件[3] [4]，耦合边界条件[5]以及含谱参数的边界条件[6] [7]。一般讨论三个方面的问题，一是特征值的数

目，二是特征值的分布，三是特征函数的振荡性。 
在 2014 年，高承华考虑了在 Neumann 边界条件下的二阶离散问题，得到该问题的特征值个数以及

特征函数的变号次数[8]。在 2016 年高承华等人在边界条件含有谱参数的一次多项式的条件下，考虑了二

阶离散 Sturm-Liouville 问题，在满足条件 ( )1 0i
iδ− ≤  ( i i i i ia d b cδ = − )时，得到结论：该问题特征值的存

在性，特征值的个数以及特征函数的振荡性[9]。 
接着在 2018年高承华等人考虑了由二阶离散 Sturm-Liouville方程和边界条件含有谱参数的二次多项

式构成的问题，通过分析法得到在一定条件下该问题的特征值以及相应特征函数的性质[1]。 
本文是文献[1] [9]的继续，研究了 Sturm-Liouville 方程 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )p t y t q t y t r t y tλ−∇ ∆ + = ， [ ]1,t T∈                         (1) 

在边界条件 
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( ) ( )0 10 0b y b y= ∆ ，                                  (2) 

( ) ( ) ( )2 3 3
0 1 2 3 1 1c c c c y T y Tλ λ λ λ+ + + + = ∇ + ，                         (3) 

下算子的谱，得到了比较好的结论。 

2. 两个基础函数 

我们构造满足问题(1)和(2)的解，当 

( ) 10y b= ， ( ) 00y b∆ = ， 

时，(1)的一组解为 

( )1,y λ ， ( )2,y λ ，， ( )1,y T λ+ 。 

对于 1t ≥ ，当 0 1 0b b+ ≠ 时， ( ),y t λ 是关于 λ 的一元 1t − 次多项式。当 0 1 0b b+ = 时， ( ),y t λ 是关于λ
的一元 2t − 次多项式。本文中，我们仅考虑 0 1 0b b+ ≠ 的情况，当 0 1 0b b+ = 时，可用类似的方法。与此

同时，我们做如下假设： 
(A1) 当 [ ]0,t T∈ 时， ( ) 0p t > ；当 [ ]1,t T∈  时， ( ) 0r t > ； 
(A2) 0 1 0b b+ ≠ ； 
(A3) 0 0c < ， 2 0c < 且 2

1 0 23c c c≤ 。 
根据文献[3]，[9]以及[10]，我们知道由(1) (2)及边界条件 ( )1, 0y T λ+ = 构成的问题有 T 个实根，令 D

kλ ， 
( 0,1, , 1k T= − )表示上述问题的特征值。由(1) (2)及边界条件 ( )1, 0y T λ∇ + = 构成的问题有 T 个实根，令

N
kλ  ( 0,1, , 1k T= − )表示该问题的特征值。为方便，我们记 1

Dλ− = −∞， 1
Nλ− = −∞， D

Tλ = +∞以及 N
Tλ = +∞。 

第一个函数 
令 

( ) ( )
( )

1,
1,

y T
f

y T
λ

λ
λ

∇ +
=

+
。 

引理 2.1 ( )f λ 有如下性质 
(i) ( )f λ 有 1T + 个分支，表示为 k  ( 0,1, ,k T=  )，且 k  ( 0,1, , 1k T= − )与 λ 轴相交于 N

kλ λ= 。 
(ii) 在区间 ( )1,D D

k kλ λ λ +∈ 内， ( )f λ 是严格单调递减的，其中 0,1, ,k T=  。 
(iii) 对于 0,1, , 1k T= − ，当 D

kλ λ↓ 时， ( )f λ → +∞，当 D
kλ λ↑ 时， ( )f λ → −∞，当 λ → ±∞时，

( ) 1f λ → 。 
第二个函数 
为方便，记 ( ) 2 3

0 1 2 3C c c c cλ λ λ λ= + + + ， ( ) 3D λ λ= ，我们有如下的引理成立。 
引理 2.2 若条件(A3)成立，则 ( )C λ 与 ( )D λ 各有一个实根，且根互不相同。 
引理 2.3 ([9]，引理 2.4)假设(A1)和(A2)成立，如果 ( )1,D D

k kλ λ λ−∈ ，其中 0,1, ,k T=  ，则问题(1)和(2) 
的解在 [ ]1, 1T +  上变号 k 次。 

由引理 2.2 可知， ( )D λ 有一个三重根 0µ = ， ( )C λ 有一个根，令 ( )C λ 的根为ξ ，再令 
令 

( ) ( )
( )

C
g

D
λ

λ
λ

= ， 0λ ≠ 。 

我们知道，求由(1) (2) (3)构成的问题的特征值即为求解 ( ) ( )f gλ λ= 的根，因此，我们需要知道 ( )g λ
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的性质。由于 ( ) 0D µ = ，故 0λ µ= = 是 ( )g λ 的垂直渐近线。 ( ) 0C ξ = ，故 λ ξ= 是 ( )g λ 的一个零点。

因此 ( )g λ 的图像被分为两段，令 0h 表示左分支，令 1h 表示右分支，且 

( )
2

0 1 2
4

3 2c c c
g

λ λ
λ

λ
− − −′ = 。 

根据条件(A3)，有 ( ) 0g λ′ ≥ ，故当 ( ),0λ ∈ −∞ 与 ( )0,λ ∈ +∞ 时， ( )g λ 是单调增函数，且有 

( ) 3lim g c
λ

λ
→∞

= ， ( )
0

lim g
λ

λ
−→

= +∞， ( )
0

lim g
λ

λ
+→

= −∞。 

3. 主要结论 

假设 µ 与 ( )f λ 的第 K 个分支相交，ξ 与 ( )g λ 的第 L 个分支相交，有 

1
D D
K Kλ µ λ− < ≤ ， 1

D N
L Lλ ξ λ− < ≤ 。 

由 ( )g λ 的性质，可知，当 3 0c > 时， K L≤ ；当 3 0c < 时， 1L K≤ + 。 
定理 3.1 假设(A1)~(A3)成立。当 3 1c > 时，问题(1)~(3)有 1T + 个实的特征值，这些特征值以及相应

的特征函数 ( )ky t 满足如下的性质： 
(a) 当 0K = 时，特征值{ } 0

Tκ
κ κ
λ =

=
满足如下的不等式 

0 0 0 1 1 1 1 1 1

1 1 1

N D N D N D
L L L L

N D N D
L L T T T T

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ
− − −

− − −

< ≤ < < < < < < < <

≤ < < < < < <





                (4) 

当 0
Dµ λ= 时， 0 0

Dλ λ= ；当 N
Lξ λ= 时， N

L Lλ λ= 。特征值 kλ 所对应的特征函数 ( )ky t 在区间 [ ]1, 1T + 

上变号 k 次。 
(b) 当1 K T≤ ≤ 时，特征值{ } 1

1
Tκ

κ κ
λ = +

=
满足如下的不等式 

0 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

D N D D N D N
K K K K K L L

D N D N D
L L L L T T T T

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ
− + −

− + − − +

< < < < < < < < ≤ < < <

< < ≤ < < < < < <

 



          (5) 

当 D
Kµ λ= 时， 1

D
K Kλ λ+ = ；当 N

Lξ λ= 时， 1
N

L Lλ λ+ = 。特征值 kλ 所对应的特征函数 ( )ky t 有：当 k K≤

时，在区间 [ ]1, 1T +  上变号 k 次；当 k K> 时，在区间 [ ]1, 1T +  上变号 1k − 次。 
证明：(a) 由于 3 1c > 以及 0K = ，可知 0h 与 i 没有交点。当 0i = 时，如果 0

Dµ λ< ，则 0 与 1h 在λ 轴

的下半部分相交，有 0 0 0
N Dλ λ λ< < ，如果 0

Dµ λ= ，则 0 0 0
N Dλ λ λ< = ；当 1, , 1i L= − 时，有 i 与 1h 在 λ 轴

的下半部分相交，有 N D
i i iλ λ λ< < ；当 i L= 时，如果 N

Lξ λ< 时，有 L 与 1h 在 λ 轴的上半部分相交，有
N D

L L Lλ λ λ< < ，如果 N
Lξ λ= 时，有 N D

L L Lλ λ λ= < ；当 1, ,i L T= +  时， i 与 1h 在 λ 轴的上半部分相交，有
N D

i i iλ λ λ< < 故不等式(4)成立。 
(b) 由于 3 1c > 以及1 K T≤ ≤ ，可知 0 与 ( )g λ 的图像没有交点，当 1, , 1i K= − 时， i 与 0h 在 λ 轴

的上半部分相交，即 N D
i i iλ λ λ< < ；当 i K= 时，如果 D

Kµ λ< 时，有 K 与 0h 在λ 轴的上半部相交，与 1h 在

λ 轴的下半部分相交，有 1
N D

K K K Kλ λ λ λ+< < < ，如果 D
Kµ λ= 时，有 1

N D
K K K Kλ λ λ λ+< < = ；当 1, , 1i K L= + −

时，有 i 与 1h 在 λ 轴的下半部分相交，有 1
N D

i i iλ λ λ+< < ；当 i L= 时，如果 N
Lξ λ< 时，有 L 与 1h 在 λ 轴

的上半部分相交，有 1
N D

L L Lλ λ λ+ < < ，如果 N
Lξ λ= 时，有 1

N D
L L Lλ λ λ+ = < ；当 1, ,i L T= +  时， i 与 1h 在λ

轴的上半部分相交，有 1
N D

i i iλ λ λ+ < < 故不等式(5)成立。 
定理 3.2 假设(A1)~(A3)成立。当 3 1c = 时，问题(1)~(3)有 T 个实的特征值，这些特征值以及相应的

特征函数 ( )ky t 满足如下的性质： 
(a) 当 0K = 时，特征值{ } 1

0
Tκ

κ κ
λ = −

=
满足如下的不等式 
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0 0 0 1 1 1 1 1 1

1 1 1

N D N D N D
L L L L

N D N D
L L T T T

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ
− − −

− − −

< ≤ < < < < < < < <

≤ < < < < <





                 (6) 

当 0
Dµ λ= 时， 0 0

Dλ λ= ；当 N
Lξ λ= 时， N

L Lλ λ= 。特征值 kλ 所对应的特征函数 ( )ky t 在区间 [ ]1, 1T + 

上变号 k 次。 
(b) 当1 K T≤ ≤ 时，特征值{ } 1

Tκ
κ κλ =

=
满足如下的不等式 

0 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

D N D D N D N
K K K K K L

D N D N D
L L L L L T T T

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ
− + −

− + − −

< < < < < < < < ≤ < <

< < < ≤ < < < < <

 



             (7) 

当 D
Kµ λ= 时， 1

D
K Kλ λ+ = ；当 N

Lξ λ= 时， 1
N

L Lλ λ+ = 。特征值 kλ 所对应的特征函数 ( )ky t 有：当 k K≤

时，在区间 [ ]1, 1T +  上变号 k 次；当 k K> 时，在区间 [ ]1, 1T +  上变号 1k − 次。 
证明：(a) 由于 3 1c = 以及 0K = ，可知 0h 与 i 没有交点且 T 与 ( )g λ 的图像没有交点。 
(b) 由于 3 1c = 以及1 1K T≤ ≤ − ，可知 0 和 T 均与 ( )g λ 的图像没有交点。当 K T= 时，知 1h 与 i 均

没有交点， 0 与 ( )g λ 的图像没有交点。 
其余分支 i 与 ( )g λ 相交的情况同定理 3.1，故不等式(6)和(7)成立。 
定理 3.3 假设(A1)~(A3)成立。当 30 1c< < 时，问题(1)~(3)有 1T + 个实的特征值，这些特征值以及相

应的特征函数 ( )ky t 满足如下的性质： 
(a) 当 0 1K T≤ ≤ − 时，特征值{ } 0

Tκ
κ κ
λ =

=
满足如下的不等式 

0 0 0 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

N D N D D N D
K K K K K

N D N D N D
L L L L L L T T T

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ λ
− +

− − + − −

< < < < < < < < < < ≤ <

< < < < ≤ < < < < <

 



            (8) 

当 D
Kµ λ= 时， 1

D
K Kλ λ+ = ；当 N

Lξ λ= 时， 1
N

L Lλ λ+ = 。特征值 kλ 所对应的特征函数 ( )ky t 有：当 k K≤

时，在区间 [ ]1, 1T +  上变号 k 次；当 k K> 时，在区间 [ ]1, 1T +  上变号 1k − 次。 
(b) 当 K T= 时，特征值{ } 0

Tκ
κ κ
λ =

=
满足如下的不等式 

0 0 0 1 1 1 2 1 1 1
N D N D D N D

T T T T Tλ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ− − − −< < < < < < < < < < <               (9) 

特征值 kλ 所对应的特征函数 ( )ky t 在区间 [ ]1, 1T +  上变号 k 次。 
证明：(a) 因为 30 1c< < 以及 0 1K T≤ ≤ − ，可知 T 与 ( )g λ 的图像没有交点。当 0,1, , 1i K= − 时，

i 与 0h 在 λ 轴的上半部分相交，即 N D
i i iλ λ λ< < ；当 i K= 时，如果 D

Kµ λ< 时，有 K 与 0h 在 λ 轴的上半

部相交，与 1h 在 λ 轴的下半部分相交，有 1
N D

K K K Kλ λ λ λ+< < < ，如果 D
Kµ λ= 时，有 1

N D
K K K Kλ λ λ λ+< < = ；

当 1, , 1i K L= + − 时，有 i 与 1h 在 λ 轴的下半部分相交，有 1
N D

i i iλ λ λ+< < ；当 i L= 时，如果 N
Lξ λ< 时，

有 L 与 1h 在 λ 轴的上半部分相交，有 1
N D

L L Lλ λ λ+ < < ，如果 N
Lξ λ= 时，有 1

N D
L L Lλ λ λ+ = < ；当 1, , 1i L T= + −

时， i 与 1h 在 λ 轴的上半部分相交，有 1
N D

i i iλ λ λ+ < < 故不等式(8)成立。 
(b) 因为 30 1c< < 以及 K T= ，可知 1h 与 i 没有交点， 0h 与每一个分支 i 均有一个交点，且在 λ 轴

的上半部分相交，即 N D
i i iλ λ λ< < ，故不等式(9)成立。 

定理 3.4 假设(A1)~(A3)成立。当 3 0c < 时，问题(1)~(3)有 1T + 个实的特征值{ } 0
Tκ

κ κ
λ =

=
，这些特征值以

及相应的特征函数 ( )ky t 满足如下的性质： 
(a)当 0 1K T≤ ≤ − 时，特征值{ } 0

Tκ
κ κλ =

=
满足如下的不等式 

0 0 0 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

N D N D N D N D
L L L L L L

D N D N D
K K K K K T T T

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ λ
− − −

− + − −

< < < < < < < < < < ≤ < <

< < < < ≤ < < < <

 



         (10) 

当 D
Kµ λ= 时， 1

D
K Kλ λ+ = ；当 N

Lξ λ= 时， N
L Lλ λ= 。特征值 kλ 所对应的特征函数 ( )ky t 有：当 k K≤ 时，
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在区间 [ ]1, 1T +  上变号 k 次；当 k K> 时，在区间 [ ]1, 1T +  上变号 1k − 次。 
(b) 当 K T= 时，特征值{ } 0

Tκ
κ κλ =

=
满足如下的不等式 

0 0 0 1 1 1 1 1 1

2 1 1 1

N D N D N D
L L L L

N D D N D
L L T T T T T

λ λ λ λ λ λ λ λ λ λ

λ λ λ λ λ λ λ
− − −

− − − −

< < < < < < < < < <

≤ < < < < < < <





                (11) 

当 N
Lξ λ= 时， N

L Lλ λ= 。特征值 kλ 所对应的特征函数 ( )ky t 在区间 [ ]1, 1T +  上变号 k 次。 
证明：(a) 由 3 0c < 以及 0 1K T≤ ≤ − ，可知 T 与 ( )g λ 没有交点。当 0,1, , 1i L= − 时， i 与 0h 在 λ

轴的下半部分相交，即 N D
i i iλ λ λ< < ；当 i L= 时，如果 N

Lξ λ< ，有 N D
L L Lλ λ λ< < ，如果 N

Lξ λ= 时，则
N D

L L Lλ λ λ= < ；当 1, , 1i L K= + − 时， i 与 0h 在 λ 轴的上半部分相交，即 N D
i i iλ λ λ< < ；当 i K= 时，如

果 D
Kµ λ< 时，有 K 与 0h 在 λ 轴的上半部相交，与 1h 在 λ 轴的下半部分相交，有 1

N D
K K K Kλ λ λ λ+< < < ，如

果 D
Kµ λ= 时，有 1

N D
K K K Kλ λ λ λ+< < = ；当 1, , 1i K T= + − 时，则 i 与 1h 在 λ 轴的下半部分相交，故有

1
N D

i i iλ λ λ+< < 。故不等式(10)成立。 
(b) 由于 K T= ，故 1h 与 i 没有交点。当 1,,1,0 −= Li  时， i 与 0h 在 λ 轴的下半部分相交，有

N D
i i iλ λ λ< < ；当 i L= 时，如果 N

Lξ λ< ，则有 N D
L L Lλ λ λ< < ，如果 N

Lξ λ= 时，则 N D
L L Lλ λ λ= < ；当

1, ,i L T= +  时， i 与 0h 在 λ 轴的上半部分相交，有 N D
i i iλ λ λ< < 故不等式(11)成立。 

4. 例子 

我们给出一个满足条件的例子。 
例 考虑如下的问题 

( )( ) ( )y t y tλ−∇ ∆ = ， [ ]1,3t∈                            (12) 

( )0 0y = ， ( ) ( ) ( )2 3 31 3 3 1 1y T y Tλ λ λ λ− + − + + = ∇ + .                (13) 

根据文献[6]的证明方法，我们将问题(12)以及边界条件(13)转换为矩阵形式，有 

3 2

2 1 0 0
1 2 1 0
0 1 2 1
0 0 1 3 3

Aλ

λ
λ

λ
λ λ λ

− 
 − =
 −
 

− + − 

， 

则 0Aλ = 的根为问题(12)~(13)的特征值，通过计算可知该问题满足条件(A1)~(A3)。我们知道 0Aλ = 即

为 ( ) 5 4 3 24 25 52 48 22 4 0p λ λ λ λ λ λ= − + − + − + = ，有三个实根 0 0.4662λ ≈ ， 1 1.5395λ ≈ 以及 2 3.2033λ ≈ 。 
我们给出问题(12)以及Dirichlet边界条件 ( ) ( )0 4 0y y= = 的特征值，将问题转换为矩阵形式为 

2 1 0
1 2 1
0 1 2

DAλ

λ
λ

λ

− 
 = − 
 − 

， 

其特征值为 0 0.5858Dλ ≈ ， 1 2.0000Dλ ≈ 以及 2 3.4142Dλ ≈ 。 
另外我们给出问题(12)以及Neumann边界条件 ( ) ( )0 4 0y y= ∇ = 的特征值，将问题转换为矩阵形式为 

2 1 0
1 2 1
0 1 1

NAλ

λ
λ

λ

− 
 = − 
 − 

， 

其特征值为 0 0.1981Nλ ≈ ， 1 1.5550Nλ ≈ 以及 2 3.2470Nλ ≈ 。 
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因此三个边界条件的特征值之间有如下的不等式： 

0 0 0 1 1 1 2 2 2
N D N D N Dλ λ λ λ λ λ λ λ λ< < < < < < < < 。 

我们知道 3 1c = ， 0µ = 以及 1ξ = ，则 0K = ， 1L = ，故上述不等式满足不等式(6)。 
下面证明特征函数的变号次数。 
不失一般性，我们假设 ( )1 1y = ，则该问题的特征函数为 ( ) ( ) ( ) ( ), 2 1, 2,y t y t y tλ λ λ λ= − − − − ，其中

2,3,4t = 即有 

( ) ( ) ( ) ( ){ } { }
( ) ( ) ( ) ( ){ } { }
( ) ( ) ( ) ( ){ } { }

0 0 0 0

1 1 1 1

2 2 2 2

1, , 2, , 3, , 4, 1,1.5338,1.3525,0.5407

1, , 2, , 3, , 4, 1,0.4605, 0.7879, 0.8233

1, , 2, , 3, , 4, 1, 1.2033,0.4479,0.6643

y y y y

y y y y

y y y y

λ λ λ λ

λ λ λ λ

λ λ λ λ

≈

≈ − −

≈ −

              (14) 

根据(14)我们知道 ( )ky t 在区间 [ ]1,4 上，变号k次，与定理3.2(a)的结论相同。 
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