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Abstract 
In order to solve the problem of parameter identification for a class of parabolic differential equa-
tions with additional conditions, the quadratic finite volume element method is proposed for 
semi-discretization in space and the quadratic continuous finite element method for complete 
discretization in time. The numerical solution of unknown function and control parameter stabil-
ity is derived, and the error analysis of the corresponding format is given. Finally, a numerical 
example is given to verify the stability and effectiveness of the proposed scheme. 
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摘  要 

针对一个具有附加条件的一类抛物微分方程的参数识别问题，首先提出了在空间上采用二次有限体积元
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法进行半离散，在时间方向上进行二次连续有限元全离散，导出了未知函数和控制参数稳定的数值解法，

并给出了相应格式的误差分析，最后给出一个数值例子验证了所研究计算格式的稳定性和有效性。 
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1. 前言 

抛物微分方程参数识别问题是微分方程反问题中的一种，反问题是当微分方程中除了未知解以外，

还有某个系数或初始条件或边界条件也是未知的。 
本文将研究如下偏微分方程的参数识别问题 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) [ ]
( ) ( )

2

2

* *

, ,
, ,       , , 0,

, 0, , 0,                          0,

,0 ,                                    , ,

, ,                                    , 0.

u x t u x t
p t u x t x a b t

t x
u a t u b t t

u x f x x a b

u x t E t a x b t

∂ ∂
− = ∈ >

∂ ∂
 = = ≥
 = ∈

 = < < ≥

                      (1) 

其中 ( ) ( ),f x E t 为充分光滑已知函数， ( ) ( ), ,p t u x t 为未知函数。该问题可以描述热源的扩散、粒子振动、

控制理论等许多物理现象，文[1] [2]利用 Adomain 分解法研究了该方程的解，文[3]中用几种有限差分法

求解该方程，讨论并比较了它们的准确性和稳定性，文[4]中使用了二次拟插值法解决抛物型方程的参数

识别问题，文[5] [6]对抛物型参数识别问题给出有限体积元方法的求解格式，本文将用二次有限体积元法

求解该问题。本文将作如下安排：第 2 节给出空间上的二次有限体积元的半离散格式。第 3 节给出时间

上的二次连续有限元的全离散格式。第 4 节给出全离散格式的误差分析，讨论其稳定性和收敛性。第 5
节给出数值例子来说明该方法的有效性。 

2. 有限体积元格式 

首先对问题(1)作如下函数变换 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 de , , , ,
t p s sr t w x t r t u x t−∫= =                             (2) 

则问题(1)变换如下： 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) [ ]
( ) ( ) ( )
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* *

, ,
0,               , , 0,

, 0, , 0,                 0,

,0 ,                            , ,

, ,                   , 0.
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
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                       (3) 
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该定解问题中方程不含参数函数，比原问题要简单，而且前三式直接为关于 ( ),w x t 和 ( )r t 的正问题，

继而就可以求出参数 ( )p t 。 
下面给出空间上二次有限体积元离散的计算格式，对空间区间 [ ],I a b= 作如下剖分： 

0 1 2: .h j nJ a x x x x x b= < < < < < < =   

设单元 1,j j jI x x− =   ，步长 1j j jh x x −= − , 
1
max jj n

h h
≤ ≤

= ，单元中点为 ( )1 2 1 2j j jx x x− −= + ，单元内四分

点为 1 4 4j j jx x h± = ± ，并要求该剖分 hJ 是拟一致剖分，即存在常数 0C > 使得 jh Ch≤ ，此外再设 

( )
( )

0 0 1 4 2 1 1 4 3 4

2 1 4 1 4 2 1 4

, , , 0,1, 2, , 1 ,

, 1, 2, , 1 , , ,

i i i

i i i n n n

I x x I x x i n

I x x i n I x x

∗ ∗
+ + +

∗ ∗
− + −

   = = = −   
   = = − =   





 

那么所有的 ( )0,1, , 2iI i n∗ =  构成 hJ 的一个对偶剖分 *
hJ ，每个 ( )0,1, , 2iI i n∗ =  为体积控制元。设

试探函数空间为 ( ){ },h jU u u C I u I= ∈ 个单 为在每 元 上 二次多项式 ，对每个 t， ( ),w x t 在单元 jI 上的基函

数为： 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 1 22

1 2 12

1 2 12

2 ,

4 ,

2 ,

j j j
j

j j j
j

j j j
j

x x x x x
h

x x x x x
h

x x x x x
h

ϕ

ϕ

ϕ

− −

− −

− −


= − −


 = − −


 = − −


 

则定义插值算子 ( )2 : hC I UΠ → 使得对任意的 ( ), hw x t U∈ 表示为 

( ) ( ) ( ) ( )2 1 2 1 2
0 1

.
n n

h j j j j
j j

w w x x w x xϕ ϕ− −
= =

Π = +∑ ∑  

再设函数空间 hV 为分片常数空间，对每个 t， ( ),w x t 在基于节点 1 2,j jx x + 上的对偶单元 *
iI 的基函数

为： 

( )

( )

2

2 1
1 2

1, ,
0,1, 2, , ,

0, ,

1, ,
0,1, 2, , 1,

0, ,

j
j

j
j

x I
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x I
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ψ

ψ

∗

∗
+

+

    ∈=           =
   
    ∈=    = −

   





其他

其他

 

则定义插值算子 ( )*
2 : hC I VΠ → ，使得对任意的 ( ), hw x t V∈ 表示为 

( ) ( ) ( ) ( )*
2 1 2 1 2

0 1
,

j n j n

h j j j j
j j

w w t x w t xψ ψ
= =

+ +
= =

Π = +∑ ∑  

即对任意 h hw U∈ ,在单元 jI 可以表示为 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 2 1 2 ,h j j j j j jw w t x w t x w t xϕ ϕ ϕ− − − −= + +  

其中 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , ,j h j j h jw t w x t w t w x t− −= = ，且 ( ) ( ) ( ) ( )0 , , ,h n hw t w a t w t w b t= = 。 

则(3)的二次有限体积元半离散为：固定变量 t，寻求 ( )h hw t U∈ ，使得， 

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

* *

2

2

0

2

, ,
d d 0, 1, , 2 1,
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h h
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w f x U

 ∂ ∂
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即 
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∫ ∫

∫ ∫



  

引入如下记号： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T

1 2 1 3 2 2 1 1 2 ,n nt w t w t w t w t w t w t− −=w   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T

1 2 1 3 2 2 1 1 2 ,n nt w t w t w t w t w t w t− −=w      
  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )T

0 1 2 1 3 2 2 1 1 2 ,n nf x f x f x f x f x f x− −= α  

则可以得到二次体积元半离散的形式，用矩阵表示为如下满足初始条件的一阶线性常微分方程组 

( ) ( )
( ) 0

,

0 .

A t B t=


=

w w

w



α
                                 (4) 

其中 

( ) ( )2 1 2 1

22 1 0 0 0 0 0 0 0 0
5 16 5 1 0 0 0 0 0 0
0 1 22 1 0 0 0 0 0 0
0 1 5 16 5 1 0 0 0 0
0 0 0 1 22 1 0 0 0 0

,
0 0 0 1 5 16 0 0 0 048

0 0 0 0 0 0 1 22 1 0
0 0 0 0 0 0 1 5 16 5
0 0 0 0 0 0 0 0 1 22 n n

hA

− × −

 
 − 
 
 

− − 
 
 =

− 
 
 
 
 − 
  













          






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( ) ( )2 1 2 1
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 −
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3. 二次连续有限元全离散格式 
将时间部分有界区间 [ ]0,J T= 作拟一致剖分：

10 10 j nt t t t T= < < < < < = 
，时间单元 [ ]1,m m mJ t t−=

的中点为 ( )1 2 1 2m m mt t t− −= + ，步长为 1m m ml t t −= − ,且记 { }
11

max 2mm n
l l

≤ ≤
= 。对任意 ( )T

1 2 2 1, , , nU u u u −=  ,

( )T
1 2 2 1, , , nV v v v −=  ，为了以下研究方便，可以定义一个向量运算“ ”： ( )T

1 1 2 2 3 3 2 1 2 1, , , , n nU V u v u v u v u v− −=  ，

其它运算同普通的矩阵和向量运算。 
因为矩阵 A 是严格对角占优的，所以 A 是可逆的，记 1A B G− = ，则(4)中 ( ) ( )A t B t=w w 可化为： 

( ) ( )t G t=w w  

将上式两边与 ( ) ( ) ( )( )2 1T
1 2 3 2 1 1, , , ,

n
nZ t z z z z P t

−

−= ∈ 作“ ”运算，并在单元 mJ 上积分，有 

( ) ( ) ( ) ( )d d .
m mJ J

t Z t t G t Z t t=∫ ∫w w
                             (5) 

定义 ( )tw 在 t 方向上的二次连续有限元 ( )D t 使： 

( ) ( ) ( ) ( )d d .
m mJ J

D t Z t t GD t Z t t=∫ ∫

                             (6) 

设 ( ) ( ) ( ) [ ]2
0 1 1 1 2 1, ,m m m

m m m mD t B t t B t t B t t t− − −= + − + − ∈ ，其中 0 1 2, ,m m m NB B B ∈ R 为待定常数向量，当

1mt t −= 时 ， ( ) 1
0 1
m m

mB D t D −
−= = 为 已 知 。 我 们 可 以 分 别 取 ( ) ( ) ( )( )2 1T

12 11,1,1, ,1
n

nZ t P t
−

−
= ∈ 和

( ) ( ) ( )( )2 1T
1 1 1 1 12 1
, , , ,

n
m m m m n

Z t t t t t t t t t P t
−

− − − − −
= − − − − ∈ ，即可得到关于 1

mB 和 2
mB 的广义方程组： 

2 1 2 3
1 2 1 2

2 3 2 1 3 4
1 2 1 2

1 1 ,
2 3

1 2 1 1 1 ,
2 3 2 3 4

m m m m m
m m m m m

m m m m m
m m m m m

l B l B G l D l B l B

l B l B G l D l B l B

−

−

  + = + +    


  + = + +   

 

既得 

( )

( )

-1
2 1

1

-1
2 2 1

2

1 1 1 ,
2 12 2

1 1 1 .
2 2 12

m m
N m m N m

m m
N m m

B I l G l G I l G GD

B I l G l G G D

−

−

    = − + −        

  = − +   

 

其中 NI 是 ( )2 1N n= − 阶单位矩阵。 
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将上式求得的 1 2,m mB B 代入 ( ) ( ) ( )2
0 1 1 2 1m mD t B B t t B t t− −= + − + − 中，并取 mt t= 得到： 

( ) ( )
-1

2 21 2 1
1 2

1 1 1 1 .
2 12 2 12

m m m m m
m m N m m N m mD D l B l B I l G l G I l G l G D− −   = + + = − + + +      

        (7) 

由于 ( )0
00D = =w α ，所以用此递推的方法就可以求出每个时间层的全离散数值解 mD 。此方法就是

二次连续有限元法的全离散格式，是一种显示单步格式。 
最后可以得到数值解 , ,m m m

jr u p 的计算格式，由(2)和(3)式可知： 

( )
( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

* , ,
,     , ,     .

w x t w x t r t
r t u x t p t

E t r t r t
′

= = = −  

我们已由式(7)得到 ( )* ,w x t 的数值解 m
kw ，由此可得以下数值解 , ,m m m

jr u p 的计算格式： 

( )
1 1

,     ,      ,
2

mm m m
jm m mk

j m m
m m

ww r rr u p
E t r r l

+ −−
= = = −                         (8) 

其中 , , ,m m m m
j jr u w p 分别对应为 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,m j m j m mr t u x t w x t p t 的数值解。 

4. 误差分析 

下面对空间上的二次有限体积元半离散解和全离散格式进行误差分析，根据文[7] [8]我们有如下引理： 

引理 4.1 设 ( ),w x t 为式(3)的精确解， ( ),hw x t 是式(4)的二次有限体积元半离散解，则有如下模误差

估计： 

( ) ( ) 3, , .j h jw x t w x t Ch− ≤  

引理 4.2 ( ),h jw x t 是式(4)的二次有限体积元半离散解， m
jw 是式(6)的二次有限元全离散解，则有如

下误差估计： 

( ) 4, .m
h j k jw x t w Cl− ≤  

引理 4.3 设 ( ),w x t 为式(3)的精确解， m
jw 是式(6)的二次有限元全离散解则有如下误差估计： 

( ) 3 4, .m
j k jw x t w Ch Cl− ≤ +  

定理 4.1 设 ( ),u x t 为式(1)的精确解， m
ju 是由式(8)得到的二次有限元全离散解， ( ) , m

mp t p 分别为参

数 ( )p t 的精确解与数值解， ( ) , m
mr t r 分别为参数 ( )r t 的精确解与数值解，则有如下误差估计： 

( ) 3 4
1 1 ,m

mr t r C h C l− ≤ +  

( ) 3 4
2 2, ,m

j m ju x t u C h C l− ≤ +  

( )
3

2
1 2 .m

m
hp t p c c l
l

− ≤ +  

证明 ( )r t 的误差估计： 
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( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )

*

* * *

3 4 3 4
1 1

1 ,

1 , , ,

.

m j
m m k

m

j
m h m h m k

m

r t r w x t w
E t

w x t w x t w x t w
E t

M Ch Cl C h C l

− = −

≤ − + −

≤ + ≤ +

 

( ),u x t 的误差估计：由于 ( ) ( )3 4
1 1 2m

m mr t r C h C l r t− ≤ + < 且 

( ) ( )0 de 0,
t p s sr t −∫= >  

则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 .
2

m m m
m m m m mr r r t r t r t r t r r t= − + ≥ − − ≥  

从而有 

( ) ( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

3 4 3 4
1 1

3 4
2

3 4
2 2

,
,

, ,

, 1

2 , 2

m
j mm k

j m j m
m

m m
j m m m j m k

m
m

j m
m m

m

j m

mm

w x t w
u x t u

r t r

w x t r r t r t w x t w

r t r

w x t
C h C l Ch Cl

r t r r

w x t
M Ch Cl

r tr t

C h C l

− = −

− + −
=

≤ + + +

 
 ≤ + +
 
 

≤ +

 

( )p t 的误差分析：由 Taylor 展开式得 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 2

2
m m

m m
m

r t r t
r t o l

l
+ −−

′ = +  

从而有： 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

2 1 1
1 1

1 1 2
1 1 1 1

2
1 13 4 3 4

1 1 1 12

3
2

1 2

2 2

1
2

1 2

m m
mm mm

m m
m m m m

m m m
m m m m m m m m

m
m m m

mm m

m m m m

o lr t r t r rp t p
r t l r t r l

r t r t r r t r t r t r r t r t r o l

l r t r r t

o lr t r t
C h C l C h C l

l r t r t r t

hc c l
l

+ −
+ −

+ −
+ + − −

+ −

− −
− = − − +

− − + − − + −
= +

 −
≤ + + + +  

 

≤ +
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5. 数值例子 

本小节求解如下参数识别问题的数值例子，通过误差数据来说明计算格式的有效性。 

( ) ( ) ( ) ( ) [ ]

( ) ( )
( ) ( ) [ ]

( ) 2

2

2

, ,
, ,          0,1 , 0,

0, 0, 1, 0,                             0,

,0 sin ,                                    0,1 ,

20.25, e ,                                0.
2

t

u x t u x t
p t u x t x t

t x
u t u t t

u x x x

u t t−

∂ ∂
− = ∈ >

∂ ∂
 = = ≥


= π ∈

= ≥







 

已知问题的精确解为： ( ) ( ) ( )2 2, e sin , 2tu x t x p t t−= π = π − 。 
先作代换消去 ( )p t 后，在空间上用二次有限体积元法，在时间上用二次连续有限元全离散进行数值

计算，取均匀空间步长为 h 和均匀时间步长 t∆ 。表 1 给出了当 1t = 时，网格比为 1t h∆ = 的节点在

100,200,400,800N = 的绝对误差值。表 2 给出了当 1t = 时，网格比为
2 2/ 10t h∆ = 的节点在

100,200,400,800N = 的绝对误差值。 
 
Table 1. Absolute errors of ( ) ( ),1 ,u x p t  when the mesh ratio is 1t h∆ =  

表 1. 网格比为 1t h∆ = 时 ( ) ( ),1 ,u x p t 的绝对误差 

( ),1u x 的误差                                              ( )p t 的误差 

x 100N =  200N =  400N =  800N =  t 100tN =  200tN =  400tN =  800tN =  

0.2 84.4 10−×  72.7 10−×  61.4 10−×  61.6 10−×  0.2 21.5 10−×  33.7 10−×  49.4 10−×  42.3 10−×  

0.4 83.7 10−×  74.3 10−×  61.1 10−×  54.0 10−×  0.4 21.3 10−×  33.3 10−×  48.3 10−×  42.1 10−×  

0.6 81.2 10−×  71.8 10−×  62.3 10−×  68.6 10−×  0.6 21.2 10−×  32.9 10−×  47.3 10−×  41.8 10−×  

0.8 83.5 10−×  87.3 10−×  62.0 10−×  65.9 10−×  0.8 21.0 10−×  32.5 10−×  45.7 10−×  41.7 10−×  

 
Table 2. Absolute errors of ( ) ( ),1 ,u x p t  when the mesh ratio is 210t h∆ =  

表 2. 网格比为
210t h∆ = 时 ( ) ( ),1 ,u x p t 的绝对误差 

( ),1u x 的误差                                              ( )p t 的误差 

x 100N =  200N =  400N =  800N =  t 100tN =  400tN =  1600tN =  6400tN =  

0.2 84.4 10−×  81.1 10−×  96.8 10−×  116.4 10−×  0.2 21.5 10−×  49.2 10−×  55.3 10−×  62.1 10−×  

0.4 83.7 10−×  96.8 10−×  97.3 10−×  111.5 10−×  0.4 21.3 10−×  48.1 10−×  54.6 10−×  61.6 10−×  

0.6 81.2 10−×  96.0 10−×  94.7 10−×  115.3 10−×  0.6 21.2 10−×  47.1 10−×  53.9 10−×  61.2 10−×  

0.8 83.5 10−×  83.0 10−×  92.2 10−×  111.1 10−×  0.8 21.0 10−×  46.2 10−×  53.4 10−×  78.9 10−×  

 
从表 1，表 2 可以看出用本章研究的数值方法进行抛物方程参数识别是有效而可靠的。它的精度不

仅与剖分密度有关，还与时间和空间的相对密度有关，也就是说，当剖分密度越大，时间和空间的相对

密度越大，则利用该方法的精度越高。 
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