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Abstract 
This paper generalizes the notion of dual affine quermassintegrals in the classical Brunn-Minkowski 
theory and its inequalities to Orlicz space. Concept of dual Orlicz mixed affine quermassintegrals is 
introduced in this paper, and the Orlicz-Minkowski inequality and the Orlicz-Brunn-Minkowski in-
equality are established for this new dual Orlicz mixed affine quermassintegrals. 
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摘  要 

本文将经典Brunn-Minkowski理论中对偶仿射均质积分的概念及相关不等式推广到Orlicz空间，提出了

对偶Orlicz混合仿射均质积分的概念，建立了对偶Orlicz混合仿射均质积分的Orlicz-Minkowski不等式

和Orlicz-Brunn-Minkowski不等式。 
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1. 引言和主要结果 

早在 19 世纪末 20 世纪初，Brunn-Minkowski 理论开始逐渐进入人们的视野。从 1962 年开始，

Brunn-Minkowski 理论逐渐进入 pL  Brunn-Minkowski 理论阶段(见[1])，在经过 Lutwak (见[2] [3])等的基础性

工作之后， pL  Brunn-Minkowski 理论得到迅速的发展(见[4]-[10])。最近，在 Lutwak Yang 和 Zhang 等人的

开创性研究(见[11] [12])和近期的一系列探究性工作(见[13] [14] [15])的推动下，凸体的经典 Brunn-Minkowski
理论(见[16] [17] [18] [19]) (包括 pL  Brunn-Minkowski 理论(见[20]))已被推广到 Orlicz-Brunn-Minkowski 理
论之中。 

设 1nS − 和 B 分别表示 n 维欧式空间 n 中的单位球面和标准单位球，用 nκ 表示 n 中所有凸体(非空内

点的紧凸集)构成的集合， n
oκ ， n

sκ 分别表示 nκ 中以原点为内点和关于原点对称的所有凸体构成的集合。

( )kvol ⋅ 表示 k 维体积，且记 ( )n nvol B ω= 。在 n 中，一个紧的星形(关于原点) K 的径向函数 ( ),K Kρ ρ= ⋅

被定义为：对 { }\ 0nx∈ ， ( ) ( ) { }, max 0 :K x K x x Kρ ρ λ λ= = ≥ ∈ 。当 Kρ 是一个正的连续函数时，称 K
是一个星体(关于原点)。设 nS 为

n
 中所有星体(支撑上有连续径向函数的关于原点的星形集)构成的集合，

用 n
oS 表示 nS 中以原点为内点的所有星体构成的集合。如果 , n

oK L S∈ 且 ( ) ( )K Lu uρ ρ 与 1nu S −∈ 无关，则

称 K 和 L 互为膨胀。显然，当 , n
oK L S∈ 时， 

K L⊆ 当且仅当 .K Lρ ρ≤                                   (1.1) 

若 0c > ，就有 

( ) ( ) { }, \ 0 .n
cK Kx c x xρ ρ ∈=                                  (1.2) 

一般地，根据径向函数的定义可得：若 ( )T GL n∈ ，则 K 的象 { }:TK Ty y K= ∈ 的径向函数为(见[16] [21]) 

( ) ( ) { }1 , \ 0 ,n
TK Kx T x xρ ρ − ∈=                               (1.3) 

其中 ( )GL n 表示一般的非奇异线性变换群， 1T − 为 T 的逆变换。 
关于凸体仿射均质积分的概念，Lutwak (见[22])已给出了明确的定义：如果 n

oK κ∈ ， ( ) ( )0 K V KΦ = ，

( )n nK ωΦ = ，那么当 0 i n< < 时，凸体 K 的仿射均质积分被定义为 

( ) ( )
( ) ( )

1

,

|
d ,

n n
i

n i n iG n i
i

vol K
K

ξ
ω µ ξ

ω

−−

−

   Φ =     
∫  

其中 ( ), , iG n i µ 和 ( )|ivol K ξ 分别表示 n
 中 i 维线性子空间的 Grassman 流形(且 ( )( ), 1G n iµ = )， ( ),G n i 上

规范 Haar 测度和 K 在 i 维子空间 nξ ⊂  上正交投影的 i 维体积。 
在文献[23]中，Lutwak 进一步给出对偶仿射均质积分的定义：如果 n

oK S∈ ， ( ) ( )0 K V KΦ = ，
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( )n nK ωΦ = ，那么对于 0 i n< < ，星体 K 的对偶仿射均质积分被定义为 

( ) ( )
( ) ( )

1

,
d ,

n n
i

n i n iG n i
i

vol K
K

ξ
ω µ ξ

ω−

  
 Φ =     
∫



                           (1.4) 

其中 ( )ivol K ξ 表示 K 与 i 维子空间 nξ ⊂  交的 i 维体积。 
随后，袁俊(见[9])给出混合 p 次对偶仿射均质积分的概念：如果 , n

oK L S∈ ， ( ),G n iξ ∈ ，那么对于

0 p i≤ ≤ ，混合 p 次对偶仿射均质积分被定义为 

( ) ( )
( ) ( )

1

,
, ,

, ;
, d ,

n n
p i

p n i n iG n i
i

V K L
K L

ξ
ω µ ξ

ω−

  
 Φ =      
∫



                          (1.5) 

其中 ( ) ( ), , ; , ; ,p iV K L V K i p L pξ ξ ξ= − 

  。当 1p = 时， ( )1, ,i K LΦ 可记为对偶混合仿射均质积分 ( ),i K LΦ 。

当0 p n i≤ ≤ − 时，就有 ( ) ( ), ,p i iK K KΦ = Φ  ， ( ) ( ), ,n i i iK L L−Φ = Φ  。 
在此基础上，袁俊(见[9])给出了如下两个重要的不等式： 
定理 A：如果 , n

oK L S∈ ，且 0 1i n≤ ≤ − ，那么当 0 P i≤ ≤ 时， 

( ) ( ) ( ), , ,n i n i p p
p i i iK L K L− − −Φ ≤ Φ Φ                                 (1.6) 

等号成立当且仅当 K 是 L 的膨胀。 
定理 B：如果 , n

oK L S∈ ，且 0 1i n≤ ≤ − ，那么 

( ) ( ) ( )
1 1 1

,n i n i n ii i iK L K L− − −Φ + ≤ Φ +Φ  

                              (1.7) 

等号成立当且仅当 K 是 L 的膨胀。 
设Ψ是所有严格增的凹函数 [ ) [ ): 0, 0,φ +∞ → +∞ 所构成的集合，且使得 ( ) ( )0 0, 1 1φ φ= = 和 

( )limt tφ→∞ = ∞。 
文献[14]和[15]各自独立地给出了如下的对偶 Orlicz 混合体积 ( ),V K Lφ

 的公式：对于φ ∈Ψ ， , nK L S∈ ，

对偶 Orlicz 混合体积 ( ),V K Lφ
 为 

( ) ( )
( ) ( ) ( )1

1, d .n
L n

KS
K

u
V K L u S u

n uφ

ρ
φ ρ

ρ−

 
=   

 
∫                             (1.8) 

其中 S 是
1nS −
上的 Lebesgue 测度。当 ( ) ,0 1pt t pφ = < ≤ 时，对于 , n

oK L S∈ ，对偶 Orlic 混合体积 ( ),V K Lφ


变为 p 次对偶混合体积，即 

( ) ( ) ( ) ( )1

1, d .n
n p p

p K LS
V K L u u S u

n
ρ ρ−

−= ∫  

本文提出了如下对偶 Orlicz 混合仿射均质积分的定义，从而推广了混合 p 次对偶仿射均质积分的概

念。在此基础上，讨论了对偶 Orlicz 混合仿射均质积分的一些性质，建立了对偶 Orlicz 混合仿射均质积

分的 Orlicz-Minkowski 不等式和 Orlicz-Brunn-Minkowski 不等式。 
首先，提出对偶 Orlicz 混合仿射均质积分的定义。 
定义 1.1：设 , n

oK L S∈ ， ( ),G n iξ ∈ 。如果φ ∈Ψ ，那么对每一个 0,1, , 1i n= −
，对偶 Orlicz 混合仿

射均质积分被定义为 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1

, ,
, , d ,

n nin
n i iG n i

i

K L V K Lφ φ
ω

ξ ξ µ ξ
ω−

  Φ =    ∫ 

                        (1.9) 
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其中 ( ) ( ),iV K Lφ ξ ξ

 
表示 K ξ 和 L ξ 的 i 维对偶 Orlicz 混合体积。 

当 ( ) ,0 1pt t pφ = < ≤ 时，对偶 Orlicz 混合仿射均质积分(1.9)变为袁俊(见[9])的混合 p 次偶仿射均质积

分(1.5)。 
其次，获得了对偶 Orlicz 混合仿射均质积分的 Orlicz-Minkowski 不等式。 
定理 1.2：如果 , n

oK L S∈ ，φ ∈Ψ ，那么对每一个 0,1, , 1i n= −
， 

( ) ( ) ( )
( )

1

, , ,
n i

i
i i

i

L
K L K

Kφ φ
−

 
 Φ Φ ≤ Φ    Φ  
 



 



                        (1.10) 

等号成立当且仅当 K 和 L 互为膨胀。 
最后，利用定理 1.2，建立了可推出对偶 Orlicz 混合仿射均质积分的 Orlicz-Brunn-Minkowski 不等式。 
定理 1.3：如果 , n

oK L S∈ ，φ ∈Ψ 且 , 0α β > 。那么对每一个 0,1, , 1i n= −
， 

( )
( )

( )
( )

1 1

1,
n i n i

i i

i i

K K
K L K Lφ φ

αφ βφ
α β α β

− −
   
      Φ Φ
   + ≥      Φ ∗ + ∗ Φ ∗ + ∗      
   

 

 

 

        (1.11) 

等号成立当且仅当 K 和 L 互为膨胀(径向 Orlicz 线性组合 K Lφα β∗ + ∗ 的定义请见第二节(2.2))。 

2. 预备知识及引理 

如果 1, , n
r oK K S∈ ， 1, , rλ λ ∈ ，那么径向 Minkowski 线性组合， 1 1 r rK Kλ λ+ + 

 ，被定义为 

{ }1 1 1 1 : .r r r r i iK K x x x Kλ λ λ λ+ + = + + ∈   

   

当 , n
oK L S∈ ， , 0α γ ≥ 时， 

( ) ( ), .K L K L K K Kα α α α γ α γ+ = + + = +     

由此，易得 

( ) ( ) ( ).K L K Lα γρ αρ γρ+ ⋅ = ⋅ + ⋅


 

对于 , n
oK L S∈ ，在 n

oS 上定义径向 Hausdorff 度量为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

, max : , , .
n K L

u S
K L u u K Lδ ρ ρ ρ ρ

− ∞∈
= − = ⋅ − ⋅  

若当 i →∞， ( ), 0iK Kδ → 。则星体列{ }iK 收敛于 K。这意味着当且仅当 ( )
iKρ ⋅ 一致收敛于 ( )Kρ ⋅ 时，

序列{ }iK 收敛于 K。 
一个紧的星形 K 的 n 维体积的极坐标公式是 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 d .nS

n
n KK volV K u S u

n
ρ−= = ∫                              (2.1) 

最近，Gardner(见[14])等人给出了径向 Orlicz 线性组合 K Lφα β∗ + ∗ 的定义：设 , nK L S∈ ，如果

, 0α β > ，φ ∈Ψ ，那么对任意 { }\ 0nx∈ ，径向 Orlicz 线性组合 K Lφα β∗ + ∗ 被定义为 

( ) ( ) ( )
inf 0 : 1 ,K L

K L

x x
x

φα β

ρ ρ
ρ λ αφ βφ

λ λ∗ + ∗

     = > + ≤    
     



                    (2.2) 

并有 nK L Sφα β∗ + ∗ ∈ ，由(2.2)可以知道， K Lφα βρ ∗ + ∗

在 1nS − 上是 Borel 可测的。 
等价地，设 , nK L S∈ ，如果φ ∈Ψ ， ( ) ( ) 0K Lu uρ ρ+ > ，那么对于任意 1nu S −∈ ，径向 Orlicz 线性组
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合 K Lφα β∗ + ∗ 亦可定义为 

( )
( )

( )
( )

1.K L

K L K L

u u
u u

φ φα β α β

ρ ρ
αφ αφ

ρ ρ∗ + ∗ ∗ + ∗

   
   + =
   
    

                        (2.3) 

那么，当 , n
oK L S∈ 时， n

oK L Sφα β∗ + ∗ ∈ 。 
引理 2.1：设 , n

oK L S∈ ， , 0α β > ，如果φ ∈Ψ ，那么对于 ( )T GL n∈ ， 

( ) .T K L TK TLφ φα β α β∗ + ∗ = ∗ + ∗   

证明：对于任意 { }1 \ 0nx −∈ ，由等式(1.3)和径向 Orlicz 线性组合的定义(2.2)，得 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )( )

1 1

1

, inf 0 : 1

inf 0 : 1

,

, .

TK TL

K L

x x
TK TL x

T x T x

K L T x

T K L x

φ

φ

φ

ρ ρ
ρ α β λ αφ βφ

λ λ

ρ ρ
λ αφ βφ

λ λ

ρ α β

ρ α β

− −

−

     ∗ + ∗ = > + ≤    
     
        = > + ≤         

= ∗ + ∗

= ∗ + ∗







 

引理 2.2：设 , n
oK L S∈ ， , 0α β > ，且 0,1, , 1i n= −

，如果φ ∈Ψ ，那么对于 ( ),G n iξ ∈ ， 

( ) ( ) ( ).K L K Lφ φα β ξ α ξ β ξ∗ + ∗ = ∗ + ∗ 

  
 

证明：设 ( ),G n iξ ∈ 是任意固定的，记 1 1i nS S ξ− −=  。对于 1iu S −∈ 和 n
oQ S∈ ，有 ( ) ( )Q Qu uξρ ρ=



。

由此，利用 K Lφα β∗ + ∗ 的定义，对 1iu S −∈ ，可得 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

1.K L

K L K L

u u
u u

φ φ

ξ ξ

α β ξ α β ξ

ρ ρ
αφ βφ

ρ ρ
∗ + ∗ ∗ + ∗

   
   + =
   
   

 

 

 

 

另一个方面，利用ξ 上 ( ) ( )K Lφα ξ β ξ∗ + ∗

  的定义，可得 

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

1.K L

K L K L

u u
u u

φ φ

ξ ξ

α ξ β ξ α ξ β ξ

ρ ρ
αφ βφ

ρ ρ∗ + ∗ ∗ + ∗

   
   + =
   
   

 

 

   

 

因此，在ξ 中， ( )K Lφα β ξ∗ + ∗


和 ( ) ( )K Lφα ξ β ξ∗ + ∗

  是同一个星体。 
Gardner (见[14])等证明了如下对偶 Orlicz 混合体积的对偶 Orlicz-Minkowski 不等式。 
引理 2.3：如果 , n

oK L S∈ ，φ ∈Ψ ，那么 

( ) ( ) ( )
( )

1

, ,
nV L

V K L V K
V Kφ φ

 
  ≤    
  
 

  

等号成立当且仅当 K 和 L 互为膨胀。 

3. 主要结果的证明 

首先获得了对偶 Orlicz 混合仿射均质积分的一些基本性质。 
性质 3.1：如果 1 2, , , n

oK L L L S∈ ，φ ∈Ψ ，那么 
1) ( ) ( ) ( ) ( ), , 1i i iK K K Kφ φΦ = Φ = Φ   。 
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2) ( ) ( ),0 , ,K L V K Lφ φΦ =  。 
3) 如果 1 2L L⊆ ，那么 ( ) ( ), 1 , 2, ,i iK L K Lφ φΦ ≤ Φ  。 
4) 当 ( )T SL n∈ 时， ( ) ( ), ,, ,i iTK TL K Lφ φΦ = Φ  。 
我们只给出性质(4)的证明。 
证明：设 ( ),G n n iξ ∈ − ，记 1 1n i nS S ξ− − −=  。如果 ( ) ( ){ }: 1T SL n T GL n T∈ = ∈ = ，则对于 1n iu S − −∈ ，

n
oQ S∈ ，有 ( ) ( )TQ TQu uξρ ρ=



。当 { }1 \ 0nx −∈ 时，记 x x x= ，利用对偶 Orlicz 混合体积(1.8)和等式

(1.3)，使得当 , n
oK L S∈ ，φ ∈Ψ 时，可得 

( )
( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

1

1

1
1 1

1

1
1 1

1

,

1 d

1 d

1 d

, .

n

n

n

n i

TL n i
TKS

TK

L n i
KS

K

L n i
KS

K

n i

V TK TL
u

u S u
n i u

T u
T u S T u

n i T u

T u
T u S T u

n i T u

V K L

φ

ξ
ξξ

ξ

ξ
ξξ

ξ

φ

ξ ξ
ρ

φ ρ
ρ

ρ
φ ρ

ρ

ρ
φ ρ

ρ

ξ ξ

−

−

−

−

−

−

− − −

−

−

− − −

−

−

 
=   −  

 
 =
 −
 
 
 =
 −
 

=

∫

∫

∫



















 



 

 

由此，当 ( )T SL n∈ 时，根据对偶 Orlicz 混合仿射均质积分的定义，可得 

( )

( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )

,
1

,

1

,

,

,

, d

, d

, .

i

n nn in
n iG n n i

n i

n nn in
n iG n n i

n i

i

TK TL

V TK TL

V K L

K L

φ

φ

φ

φ

ω
ξ ξ µ ξ

ω

ω
ξ ξ µ ξ

ω

−
−−

−

−
−−

−

Φ

  =    

  =    
= Φ

∫

∫





 



 



 

设 n
oK S∈ ，规范化的仿射均质积分的对偶 conical 测度 ( ),n i K∗

−Φ ⋅ 可被定义为 

( ) ( ) ( )d , d ,
n

nn
n i n i n i

n i i

K vol K
K

ω
µ

ω
∗
− − −

−

 
Φ ⋅ = ⋅     Φ 






                        (3.1) 

其中， n iµ − 是 ( ),G n n i− 上的 Haar 测度。显然，规范化的仿射均质积分的对偶 conical 测度 ( ),n i K∗
−Φ ⋅ 是

( ),G n n i− 上的一个概率测度。 
定理 1.2 的证明：利用对偶 Orlicz 混合仿射均质积分的定义(1.9)，对偶仿射均质积分的定义(1.4)，引

理 2.3，Jensen 不等式(见[14])，Höld 不等式以及严格增的凹函数 ( ) ( )( )nn t tφ φ= ，可得 

( )
( )

( )
( ) ( )( ) ( )

( ) ( )( )

( )
( ) ( )

,

1

,

1
1

,

,

, d

d

i

i

n nn in
n iG n n i

n i i

n
n in n inn

n i n iG n n i
n in i i

K L
K

V K L
K

vol L
vol K

vol KK

φ

φ
ω

ξ ξ µ ξ
ω

ξω
ξ φ µ ξ

ξω

−
−−

−

−
−

− −−
−−

Φ

Φ

  =   Φ  

  
   ≤         Φ      

∫

∫







 










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( )

( )
( ) ( )

( )
( )( ) ( )

( ) ( )( )

( )
( ) ( )

1
1

,

1

,

1 1

,

d ,

d ,

n
n i

n in
n iG n n i

n i

n i
n i

n iG n n i
n i

n n i
n nn n n i n n

n i n iG n n i
n i i

vol L
K

vol K

vol L
K

vol K

vol K vol L
K

ξ
φ ξ

ξ

ξ
φ ξ

ξ

ω
φ ξ ξ

ω

−
− ∗

−−
−

−
− ∗

−−
−

 − −
  − − − −−

−

  
   = Φ    
     

 
  ≤ Φ   
  

 

=       Φ

∫

∫

∫













 



( ) ( )

( )
( )
( ) ( ) ( )

( )
( )

1

1 1

1

d

( )

,

n

n
i

n i

nn n i
n n i n n ii i

i

n i
i

i

K L
K

L
K

µ ξ

φ

φ

 
  
  −

− −
− −

−

 
  
   
  

 
 
Φ Φ ≤  Φ 

 
 
 Φ =    Φ  
 

 







 

则所需不等式成立。 
若上述不等式的等号成立，由于φ 是严格增的函数，则对偶 Minkowski 不等式的等号成立。因此存

在 0c > 使得 L cK= ，从而对任意 1nu S −∈ ，有 ( ) ( )L Ku c uρ ρ= 。 
反之，当 L cK= 时，利用对偶 Orlicz 混合仿射均质积分的定义(1.9)，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

1

, , .
n i

i
i i i

i

L
K L K c K

Kφ φ φ
−

 
 Φ Φ = Φ = Φ    Φ  
 



  



 

当 ( ) ,0 1pt t pφ = ≤ ≤ 时，对偶 Orlicz 混合仿射均质积分的对偶 Orlicz-Minkowski 不等式(1.10)变为袁

俊(见[9])的混合 p 次对偶仿射均质积分的 Minkowski 不等式(1.6)。 
推论 3.2：设φ ∈Ψ ， n

oM S∈ ，且 ,K L M∈ 。如果 

( ) ( ), ,, , ,i iM K M Lφ φΦ = Φ                                 (3.2) 

或者 

( )
( )

( )
( )

, ,, ,
,i i

i i

K M L M
K L

φ φΦ Φ
=

Φ Φ

 

 

                               (3.3) 

则 K L= 。 
证明：若(3.2)成立，令 K M= ，根据 ( )1 1φ = ，对偶 Orlicz 混合仿射均质积分的定义(1.9)，以及对偶

仿射均质积分的定义(1.4)，得到 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,1 , , .i i i iK K K K K Lφ φφΦ = Φ = Φ = Φ     

由此，利用定理 1.2，可得 

( ) ( )
( )

1

1 1 ,
n i

i

i

L
K

φ φ
−

 
 Φ = ≤    Φ  
 




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等号成立当且仅当 K 和 L 互为膨胀。因为φ 在 ( )0,+∞ 上是严格增的，则 

( ) ( ) ,i iK LΦ ≤ Φ   

等号成立当且仅当 K 和 L 互为膨胀。如果取 L M= ，类似地，可得 ( ) ( )i iK LΦ ≥ Φ  ，等号成立当且

仅当 K 和 L 互为膨胀。因此， ( ) ( )i iK LΦ = Φ  。由于 K 和 L 具有相同的对偶仿射均质积分，则 K L= 。 
若(3.3)成立，如果令 K M= ，根据 ( )1 1φ = ，对偶 Orlicz 混合仿射均质积分的定义(1.9)，以及对偶仿

射均质积分的定义(1.4)，得到 

( ) ( )
( )

( )
( )

, ,, ,
1 1 .i i

i i

K K L K
K L

φ φφ
Φ Φ

= = =
Φ Φ

 

 

 

根据定理 1.2，就有 

( ) ( )
( )

1

1 1 ,
n i

i

i

K
L

φ φ
−

 
 Φ = ≤    Φ  
 





 

等号成立当且仅当 K 和 L 互为膨胀。因为φ 在 ( )0,+∞ 上是严格增的，则 

( ) ( ) ,i iL KΦ ≤ Φ   

等号成立当且仅当 K 和 L 互为膨胀。如果取 L M= ，类似地，可得 ( ) ( )i iL KΦ ≥ Φ  ，等号成立当且

仅当 K 和 L 互为膨胀。因此， ( ) ( )i iK LΦ = Φ  。由于 K 和 L 具有相同的对偶仿射均质积分，则 K L= 。 
为了证明定理 1.3，我们还需以下引理： 
引理 3.3：设 , n

oK L S∈ ，φ ∈Ψ 。 
1) 如果 K 和 L 互为膨胀，那么对于 , 0α β > ，K 和 K Lφα β∗ + ∗ 互为膨胀。 
2) 设 , 0α β > ，如果 K 和 K Lφα β∗ + ∗ 互为膨胀，则 K 和 L 互为膨胀。 

证明：为了证明(1)，假设存在常数 0ε > ，使得 L Kε= 。令 { }1|
:n

n
S oK S

C K Sρ −= ∈ 。径向 Orlicz 线性

组合的定义表明函数 ( ),K Lφρ α β∗ + ∗ ⋅ 为 

1, ,K K
Sf C

f f
ρ ερ

αφ βφ
   

+ = ∈   
   

  

的唯一解。 
另一方面，存在 0δ > 使得 

1 1,εαφ βφ
δ δ
   + =   
   

 

这意味着 

1.K K

K Kδ δ

ρ ερ
αφ βφ

ρ ρ
   

+ =   
   

 

因此， K L Kφα β δ∗ + ∗ = 。 
为证明(2)，假设存在常数 0λ > 使得 K L Kφα β λ∗ + ∗ = 。于是对任意 1nu S −∈ ，有 

( )
( )

1 1,L

K L

u
u

φα β

ρ
αφ βφ

λ ρ ∗ + ∗

    + =      
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这表明，对于 1nu S −∈ ， 

( )
( )

L

K L

u
u

φα β

ρ
φ

ρ ∗ + ∗

 
 
 
 

 

是一个常数。由φ 的性质可知 K Lφα β∗ + ∗ 和 L 互为膨胀。 
定理 1.3 的证明：为方便起见，令 

.K K Lφ φα β= ∗ + ∗  

于是，当 ( ),G n n iξ ∈ − 时，利用引理 2.2，可得 

( ) ( ) ( ).K K L K Lφ φ φξ α β ξ α ξ β ξ= ∗ + ∗ = ∗ + ∗ 

   
 

对于 1n iu S − −∈ ， n
oK Sφ ξ ∈ 的定义表明 

( )
( )

( )
( )

1K L

K K

u u
u u

φ φ

ξ ξ

ξ ξ

ρ ρ
αφ βφ

ρ ρ

   
   + =
   
   

 

 

                              (3.4) 

因此，利用 ( )1 1φ = ，对偶仿射均质积分的定义(1.4)，(3.4)式，Minkowski 不等式以及定理 1.2，可得 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( )
( )

1

,

1

,

1

1 1 d

, , d

, ,

n nn
n i n iG n n i

n i i

n nn i n in
n iG n n i

n i i

i i

i i

n i
i

i

vol K
K

V K K V K L
K

K K K L

K K

K
K L

φ
φ

φ φ φ φ
φ

φ φ

φ φ

φ

ω
φ φ ξ µ ξ

ω

ω
α ξ ξ β ξ ξ µ ξ

ω

α β

αφ
α β

− −−
−

− −
−−

−

−

 =  Φ

  = +   Φ

   Φ Φ
   ≤ +
   Φ Φ   
 
  Φ
 ≤   Φ ∗ + ∗  
 

∫

∫





 

   



 

 







( )
( )

1

.
n i

i

i

L
K Lφ

βφ
α β

−
 
  Φ
 +   Φ ∗ + ∗  
 







 

从而所需不等式得证。根据定理 1.2 和引理 3.3，定理 1.3 等号成立的条件可立即得出。 
当 ( ) , 0t t tφ = > 时，对偶 Orlicz 混合仿射均质积分的对偶 Orlicz-Brunn-Minkowski 不等式(1.11)变为

袁俊(见[9])的对偶仿射均质积分的 Brunn-Minkowski 不等式(1.7)。 
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