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Abstract: In this paper, we investigate the relation between solutions, their 1st derivatives of equations 

 and  and functions of small growth, where 1 0 0f A f A f    0 0f A f   0 1,A A  are entire functions 

with finite orders and not identically zero. The exponent of convergence of the zero-sequence of jA  is less 

than the order of jA , and the order of 0 1A A  equals the maximum of the orders of 0A  and 1A . 
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摘  要：在文中研究了微分方程 和1 0 0f A f A f    0 0f A f   的解以及它们的一阶导数与小函数

的关系，其中和 0A 和 1A 是不恒为零的有限级整函数，其零点收敛指数小于其增长级，且 0 1A A 的增长

级等于 0A 与 1A 增长级的最大值。 
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1. 引言与结果 

本文使用值分布理论的标准记号[1-3]，并用  f ，  f 分别表示亚纯函数  f z 的零点及不同零点序列的

收敛指数，  f 表示亚纯函数  f z 的增长级，deg P 表示多项式  p z 的次数。还使用  f   表示亚纯函数

 f z 取小函数 的零点收敛指数。 

文[4]中，陈宗煊首次建立了二阶零点收敛指数，二阶不动点收敛指数的概念，考虑了二阶复域微分方程的

不动点与超级，得到了不动点个数的精确估计，并用超级、二阶零点收敛指数和二阶不动点收敛指数进一步精

确估计了无穷级解的增长率，零点密度及不动点密度。曹春雷和陈宗煊在[5]中证明了： 

定理 A 假设 0 1 1, , , kA A A  是不全恒等于零的有限级整函数， 。若对每个2k  jA (j 为整数， )，

如果 ，有

0 1j k  

0jA     j jA A  ，且对 有0, 0j iA A         i  ,i j jmaxA A A A i   j 



，那么微分方程 

   1
1 1 0 0k k

kf A f A f A f
                                   (1.1) 

的任一超越解 f 满足 。进一步，如果按 f   0 1 1, , , kA A A  的顺序，第一个不恒等于零的系数为 jA ，则(1.1)

最多出现次数不超过 的多项式解，其余解均为无穷级；若1j  0 0A  ，则(1.1)的任一非零解 f 均为无穷级。 
*国家自然科学基金资助项目(NO.10871076)。 
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定理 B 假设 0 1 1, , , , 0kA A A F  为有限级整函数， ，2k  0 1 1, , , kA A A  不全恒等于零，若对

，有  0,1, , 1k 0, 0 ,j iA A i j      j jA A 及       ,j i  i j maxA A A  A i j  ，那么对于非齐次

微分方程 
   1

1 1 0
k k

kf A f A f A f F
     

0

                             (1.2) 

(a) 若 为复常数，则方程(1.2)的任一解 f 满足  ,F z c c       f f f     。 

(b) 若      eP zF z Q z ，其中    1 1 0nP z z    为非常数多项式，   0Q z  为级小于 n 的整函数，对

，0jA     max ,i jA F A     0,1, , 1F j k    ，且存在某个整数 v：0 1v k   ，使 e vP
v vA B ，其中

为非常数多项式， 2 2 0   n
vP z 2 1 1   ， 0vB  且  vB n ，则方程 (1.2)的任一解 f 满足

     f f f     。 

本文研究了微分方程 1 0 0f A f A f    和 0 0f A f   的解以及它们的一阶导数与小函数的关系得到了如

下结果： 

定理 1 假设 0 ,A  是不恒等于零的有限级整函数且    0 0A A  ，那么对于微分方程 

0 0f A f                                            (1.3) 

的任一非零解 f 满足      f f f          。 

定理 2 假设 0 1, ,A A  是不恒等于零的有限级整函数，且有    j jA A  及       max ,i j j iA A A  A


 

。那么对于微分方程 i j

1 0 0f A f A f                                          (1.4) 

任一非零解 f 满足    f f     。若    0A   ，那么方程(1.4)的任一非零解 f 满足  f    。 

2. 引理 

引理 1[6]假设 0 1 1, , , , 0kA A A F   是有限级亚纯函数，如果 f 是方程(1.2)的亚纯解，并且  f  ，则

有      f  f f   。 

引理 2[7] 假设 f 是超越亚纯函数且  f   ，       1 1 2 2, , , , , ,q qH k j k j k j  是不同整数对的有限集

合，满足 。0 1, 2, ,i ik j i q     0  是一给定常数，那么 

(1) 存在一线测度为零的集合 ，如果 0, 2πE   0,2π \ E  ，那么存在常数 ，使得对所有

满足

 0 0 1R R  

arg z  和 0z R 的 z 以及对所有  ,k j H ， 

 

 
  1

k
k j

j

f
z

f

    ，                                (2.1) 

(2) 存在一集合 有有限对数测度，使得对所有满足1,E    0,1z E  的 z，及对所有   ,k j H

 

 
  1

k
k j

j

f
z

f

    ，                              (2.2) 

(3) 存在一集合 有有限线测度，使得对所有满足0,E   z E 的 z 及对所有 ，  ,k j H
 

 
  

k
k j

j

f
z

f

   .                                (2.3) 

引理 3[5]设 是次数为 n 的非常数多项式， P z   0w z  是亚纯函数，其级  w n  ，令 ePg w ，则存在

零测度集 ，对每一 0,2π1H     10,2π \ 2H H   及给定常数  0  1  ，当 0 ,r r   时，有 

(1) 如果 ，那么  ,P   0

         exp 1 , ( e exp 1 ,n iP r g r P r         n ，                (2.4) 

Copyright © 2011 Hanspub                                                                                 PM 
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0(2) 如果 ，那么  ,P  

         exp 1 , ( e exp 1 ,n iP r g r P r         n ，                       (2.5) 

其中     2 0, 2π ; , 0H P     是有限集。 

引理 4[8,9] 假设  G r 与  H r 为两个定义在  0, 内的非减实函数。 

(1) 若除去一个有穷线测度的集合 E 外有那么对任意的 1  ，存在 使得对所有 都有0r 0r r    G r H r  。 

(2) 若存在一个集合 E，其对数测度 lmE    (集合 E 的对数测度 定义为lmE   
1

dElmE t t t


 

r E

，其

中 )，使得当 时
1

0E

r E

r E



  

   H rG r ，那么对任意常数  e  ，当 时有1r     G r H r 。 

引理 5[3] 假  f z 与  g z 为开平面上非常数亚纯函数，其级分别为  f 与  g 。如果    f g  ，则

   fg g  ，    f g g   。 

3. 定理 1 的证明 

假设 f 为方程(1.3)的任一非零解，则由定理 A 知  f  。令 0g f   ，那么    0g f   和

  0g f     。将 0f g   代入方程(1.3)，得到 

0 0 0 0g A g A       .                                   (3.1) 

由于方程(1.3)的所有非零解具有无穷级而 是有限级整函数，可知 0 0A    。对方程(3.1)的无穷级解 0g ，

由引理 1 有        0 0g f g f         。 

下面证明  f     。令 1g f   ，那么有      1g f f     和   1g f     对方程(1.3)

的两边微分，得到 

0 0 0f A f A f    .                                    (3.2) 

由方程(1.3)得到 

0

f
f

A


  ，                                        (3.3) 

将式(3.3)代入式(3.2)得到 

0
0

0

0
A

f f A f
A


     .                                     (3.4) 

将 1 1 1, ,f g f g f g             代入式(3.4)得到 

0
1 1 0 1

0

A
g g A g h

A


    ，                                  (3.5) 

其中 0
0

0

A
h A

A
  
 
     

 
 

。 

若 ，那么 0h 

0
0

0

0
A

A
A

  


    ，                                   (3.6) 

对(3.6)的两边同时除以 ，整理得到 

0
0

0

A
A

A

 
 


  


.                                     (3.7) 

由于 ， 0A 为有限级整函数，从而除去一个线测度为有穷的集合  0,H   外，有 
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0

0

, lo
A

m r O r
A

 
  
 
 

g                                      (3.8) 

及 

 , lom r O r


 
 

 
g    r  .                                  (3.9) 

由式(3.8)和(3.9) 

 0 0

0 0

, , , , log
A A

m r m r m r m r O r
A A

   
   

                              
    ,r r H  .        (3.10) 

由于 0A 为整函数，根据式(3.7)和(3.10)得到     0
0 0

0

, , , lo
A

T r A m r A m r O r
A

 
 

  
     
 
 

g 矛盾，这个矛

盾表明 。 0h

对于方程(3.5)，由于 0h  和 ，并由引理 1，有 1g        1 1g f g       。 

4. 定理 2 的证明 

假设 f 为方程(1.4)的任一非零解，则由定理 A 知  f  。令 0g f   ，那么    0g f   和

  0g f     。将 0f g   代入方程(1.4)得到 

 0 1 0 0 0 1 0g A g A g A A           .                         (4.1) 

由于方程(1.4)的所有非零解具有无穷级而 是有限级整函数，可知 1 0 0A A      。对方程(4.1)的无穷

级解 0g ，由引理 1 有        0 0g f f   g    。 

下面证明  f     。令 1g f   ，那么有      1g f f     和   1g f     对方程(1.4)

的两边微分，得到 

 1 1 0 0 0f A f A A f A f         .                               (4.2) 

由方程(1.4)得到 

1

0

f A f
f

A

 
  ，                                      (4.3) 

将式(4.3)代入式(4.2)得到 

0
1 1 0 1

0 0

0
AA

f A f A A A f
A A

   
           

   
.                          (4.4) 

将 1f g    ， 1f g     ， 1f g     代入式(4.4)，得到 

1

0 0
1 1 1 0 1

0 0

A A
1g A g A A A g

A A

    
          

   
h ，                        (4.5) 

其中 0 0
1 1 0

0 0

A A
h A A A A

A A 1  
     
            

     
。 

由于 ，则由 Hadamard-Borel 定理知    0,1j jA A j         e jP z
j jA z h z ， 为整函数， jh z  jP z 为

非常数多项式，且       degj j jA  jPh A   。于是得到 

  1

1 1 1 1 ePA h Ph    .                                  (4.6) 
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若 ，那么 0h 

0 0
1 1 0 1

0 0

0
A A

A A A A
A A

 
    

          
   

 .                          (4.7) 

对(4.7)的两边同时除以 ，并且将      e jP z
j jA z h z 与式(4.6)代入式(4.7)中整理得到 

   1 0

1 0e eP z P zB B B 0   ，                               (4.8) 

其中 

0

0

0 0

0
1 1 1 1 1 1

0

,

,

A
B

A

B h

A
B h h h P h

A

 
 




  
 


 
          

                           (4.9) 

若 时，则1 0B   0
0eP zB B 0  ，使用类似于定理 1 的证明方法，可得到一个矛盾，从而 。 0h 

若 时，下面分两种情况讨论： 1 0B 
(i) 若 ，由于0deg degP  1P  ， 0A 为有限级整函数，从而除去一个线测度为有穷的集合 外，有  1 0,H  

0

0

, lo
A

m r O r
A

 
 

 
g                                  (4.10) 

及 

 , lom r O r


 
 

 
g    r  .                           (4.11) 

由式(4.9)~(4.11) 

        

   



 

   

0
1 1 1 1

0

0
1 1

0

1

, 3 , , , , ,

3 , , , , log

             4 , log .

A
m r B m r h m r m r m r h m r P O

A

A
T r h T r h m r m r O r

A

T r h O r







           
   

        
   

 

1

         (4.12) 

由于    0A   ，从而
0

1
, ,N r N r

1

A
  

  
   

，于是 

 1
0 0

1 1
, , , 2 ,N r B N r N r N r

1

A A
    

     
    

 .                         (4.13) 

对任意的 0  ，当 r 充分大时 

   1

1, hT r h r                                      (4.14) 

及 

 0

0

1
, AN r r

A
  

 
 

.                                  (4.15) 

所以由式(4.12)~(4.15)，当 ，r 充分大时 1r H

     
     1 0

1 1 1, , ,

            4 2 log .h A

T r B m r B N r B

r r O    

 

   r
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由引理  4 i 及上式得 

           1 0 1 1max , max ,B A h A      0A .                     (4.16) 

由式(4.9)~(4.10)，当 ，r 充分大时 1r H

 

  

0

0

0

0

1

, ,

           , , ,

           log ,                  , .

A
m r B m r

A

A
m r m r m r

A

O r r r H

 
 

 
 

  
  

 
     

      
    

   

 

 
0 0

1 1
, , , 2 ,N r B N r N r N r

1

A A
   

     
   





.  

所以        
0

1
, , , 2 , loT r B m r B N r B N r O r

A

 
    

 
g 。 

由引理  4 i 及上式得 

     0B A A    0 .                                  (4.17) 

由于          0 0 0 0B h h A A        0 及    0
0e degP

oP A   ，故根据引理 5，有 

     0 0
0e eP PB    0A

1

                                 (4.18) 

如果 ，即0 1deg degP P    0A A  。由式(4.16)可知，         1 1 0max ,B A A    1A ，根据引理 5，

有 

     1 1

1e eP PB    1A .                               (4.19) 

由式(4.18)~(4.19)及引理 5，有 

     0 1 1

0 1 1e e eP P PB B B A    1

1

1

.                          (4.20) 

由式(4.8)和(4.20)，有 ，与式(4.17)矛盾。      0 1

0 1e eP PB B B A    

   如果 ，即0 1deg degP P 0A A  。由式(4.16)可知，         1 1 0max ,B A A    0A ，根据引理 5，

有 

   1

1e
PB  0A .                                    (4.21) 

由式(4.18)，(4.20)及引理 5 

     0 1 0
0 1 0e e PP PB B B e A    0 .                        (4.22) 

由式(4.8)和(4.22)，有        0 01

0 1 0e e eP PPB B B B A       0 与式(4.17)矛盾。这两个矛盾表明 0h  。 

(ii) 若 ，由于 和0 1deg degP        P 0A  ，故根据引理 2 知，存在子集 有线测度零，

如果 ，那么存在常数 ，对所有满足 arg

 1 0,2πE 

0,   12π \ E  R R  1 z  和 z R 的 z，有 
   
 

 
j

jz
z

z
 


     1,2j                            (4.23) 

及 

 
 

 00

0

AA z
z

A z


 ，                                  (4.24) 
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其中     0max , A    。 

由式(4.9)、(4.23)和(4.24)，对于满足   1arg 0, 2 \z    E 且 z r 充分大的 z，有 

     02 20

0

2
AA

B z z z
A

    
r  

 
 

     ，                     (4.25) 

其中     0max , A    。 

记     00,2π | , 0E P     ，显然能取到 满足  0 0,P   0。记 

           2 1 0 0 00,2π | , 0 0, 2π | , ,E P P 1 0P            ， 

则 为有限集。考虑2E e jP
jB ，由式(4.16)可知       1 1 0max , degB A A    1P ，并且    0 0B h    

  g0 de 0A P  ，得到   degj jB P  。设  2π e j0,jG  为应用引理 3 于
P

jB 时存在的零测度例外集，则

线测度仍为零。现在取定3 0  1E G G  0 1 2 3\z E E E E arg ，则   0 0, 0P   ，    0 0 1 0, ,P P    和

。令 , 0P 1 0    0max ,jP   ，因为    1 0, ,P P0 0    0，则  且有唯一的 ，使得 0,1 j j  0,jP    

   
   

0 0 1 0

0 0 1 0

, , 1
0 min ,

, ,

P P

P P
 ，不妨设 为  0 0,P   。对于任意的

2
 

   
             

，当 z r 充分大时，有 

    0 0deg
0 0e exp 1 ,PB P    0

Pr

0

.                           (4.26) 

若 ，由引理 3 当 时  1 0,P   r 

    1 1deg
1 1e exp 1 ,PB P    0

Pr .                          (4.27) 

由式(4.8)，(4.25)，(4.26)和(4.27)，有          0 1 1deg 2 d
0 0 1 0exp 1 , 2 exp 1 ,P eg PP r r P r         ，得到1 0 ，

矛盾。 

若 ，由引理 3 当 时  1 0,P   0 r 

    1 1deg
1 1 0e exp 1 ,PB P r   1P   .                       (4.28) 

由式(4.9)，(4.25)，(4.26)和(4.28)，有     0 1deg 2
0 0exp 1 , 2 1PP r r      ，得到1 0 ，这两个矛盾表明 0h  。 

     对于方程(4.5)，由于 0h  和 ，并由引理 1，有 1g   '
1 1g f g       。 
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