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Abstract 

The geometric properties of closed convex cone projection operators are very important for the 
study of Lagrangian, the geometric properties of projection operators and the sensitivity analysis 
of optimization problems. In this paper, we study the dual cone, tangent cone, polar cone and crit-
ical cone of a class of variable box, which lays a foundation for the further study of the geometric 
properties of projection operators on this class of variable box and the sensitivity analysis of re-
lated optimization problems. 
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摘  要 

闭凸锥投影算子几何性质对增广拉格朗日方法，投影算子几何性质的研究以及优化问题的灵敏性分析有

着至关重要的作用。本文研究一类可变盒子的对偶锥、切锥、极锥与临界锥为进一步研究这一类可变盒

子上投影算子的几何性质以及相关优化问题的灵敏度分析奠定了基础。 
 

http://www.hanspub.org/journal/pm
https://doi.org/10.12677/pm.2020.101004
https://doi.org/10.12677/pm.2020.101004
http://www.hanspub.org


沈东霞 等 
 

 

DOI: 10.12677/pm.2020.101004 18 理论数学 

 

关键词 

投影算子，对偶锥，切锥，极锥，临界锥 

 
 

Copyright © 2020 by author(s) and Hans Publishers Inc. 
This work is licensed under the Creative Commons Attribution International License (CC BY). 
http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/ 

  
 

1. 引言 

闭凸锥的投影几何性质以及投影的几何性质在优化问题理论分析与算法设计中有非常重要的作用。凸

集上的投影算子的插入[1] [2]在算法设计和理论研究中也有着非常关键的作用，例如最优化问题、增广拉格

朗日方法的应用与收敛性分析、最优化问题的灵敏性分析均涉及到投影算子的性质[3]。我们研究其中一类

可变盒子 ( ){ }, : 0ny R R y eτ τ∈ × ≤ ≤ 的几何性质，它是欧式空间 nR R× 的非空闭凸锥。文献[4] [5] [6]研究

了由投影算子对应的凸二次优化的条件，给出的可变盒子集合投影算子显示解的计算方法，Han 等[7]研究

了凸优化问题的求解，提出并详细阐述了某类凸锥投影算子显示表达式的计算方法。而对这些集合的刻画，

离不开集合的几何性质。在这里我们对此研究的应用问题将在以后的研究中进行进一步的阐述。 

2. 预备知识 

由 Liu 等[4]研究的二阶锥上投影算子的 Clarke 广义 Jacobian 的具体表达式如下： 
令 K 为 1n + 维欧式空间 nR R× 的闭凸锥。对 ( ), nx t R R∀ ∈ × ，我们用 x↓ 以表示一类向量组，x 按降

序排列 1 2: nx x x x↓ ↓ ↓ ↓≥ ≥ ≥ ， 

规定 0x↓  = +∞  ， 0 0s = ， { }0i im x x= ≥ ，
1

, 1, ,
k

k k
i

s x k n↓

=

= =∑  ，
 

使 1 1
k

k k
s t

x x
k

↓ ↓
+

+   < ≤   +
的最小整数 k 为 λ ， 

否则 mλ = 。 

令
1

s tλθ
λ
+

=
+

，则
0,

,
m
m

θ λ
θ λ
≥ <

 = 不变
。 

则 ( ),x t 在 K 上的投影 ( ),K x t∏ 可以计算为 

( ) ( ), ,K x t x t=∏                                      (1.1) 

其中

,
, 0

0, 0

i

i i i

i

t x t
x x x t

x

≥
= < <
 ≤

， 1, ,i n=  ， t R+∈ ， nx R∈ 。 

令 { }0ii xα = ≤ ， 

则
1

i
i r

x t

r
θ ∈

+
=

+

∑
。 

我们用 ( )int K 表示 K 的内部。K 的对偶锥和极锥的定义分别为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }* , : , , , 0, ,nK y R R x t y x t Eτ τ= ∈ × ≥ ∀ ∈                        (1.2) 
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和 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, : , , , 0, ,o nK y R R x t y x t Eτ τ= ∈ × ≤ ∀ ∈                        (1.3) 

当 ( ) ( ){ }, : , 0nK y R R f yτ τ= ∈ × ≤ 时，K 的切锥为 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ){ }, , : , ; , 0KT x t d f x t dη η′= = ≤                            (1.4) 

K 的临界锥的定义为 

( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,KK x t T x t x t x t
⊥

= −                               (1.5) 

3. 集合 K 的几何性质 

对偶锥、切锥、极锥与临界锥在研究投影算子的方向导数以及在求最优化问题的临界锥时应用十分

广泛。下面，主要从集合 K 的表达式以及对偶锥、切锥、极锥与临界锥定义出发，分别推导 K 的对偶锥、

切锥、极锥与临界锥。 

3.1. 集合 K 的对偶锥 

取 ( ) *,x t K∈ ，对 ( ),y Kτ∀ ∈ ，有 

, 0x y tτ+ ≥                                        (2.1) 

则 0t ≥ 。 

由(2.1)可知， T 0x y tτ+ ≥ ，进而可得 T yt x
τ
 − ≤  
 

。 

令
yz
τ

= ，则 z∈Ω， { },0nz R z eΩ = ∈ ≤ ≤ ，则 Tt x z− ≤ ，对 z∀ ∈Ω，则只需 Tmin
z

t x z
∈Ω

− ≤ 即可。 

引理 1：对 nx R∀ ∈ ， z∀ ∈Ω， z∗ 为 Tmin
z

x z
∈Ω

的最优解。则 

*

*

*

0, 0

1, 0

0 1, 0

i i
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i i
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z x

z x

 = >
 = <
 ≤ ≤ =

 

记当 }{ : 0iI i x< = < ， }{ : 0iI i x> = > ， }{ : 0iI i x= = = 时， 
T *

* * *

0 0 ,

i i i i i i
i I i I i I

i
i I

t x z
x z x z x z

x
> = <
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∑

 

即 0i
i I

x t
<∈

+ ≥∑ ， 0t ≥ 。 

引理 2：对 nx R∀ ∈ ， z∀ ∈Ω， *z 为 Tmax
z

x z
∈Ω

的最优解。则 

*
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0, 0
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0 1, 0
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i i

z x

z x

z x

 = >
 = <
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记 }{ : 0iI i x< = > ， }{ : 0iI i x> = < ， }{ : 0iI i x= = = 。 
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我们有如下定理。 

定理 1：集合 K 的对偶锥为 ( )* , : 0n
i

i I
K x t R R t x

<∈

  = ∈ × + ≥ 
  

∑  

证明：令 ( ), : , 0n
i

i I
B x t R R t x t

<∈

  = ∈ × ≥ − ≥ 
  

∑ ，要证 *B K= ；首先要证 ( ) *,x t K∈ 对任意的 ( ),x t B∈ ，

由对偶锥的定义，对任意的 ( ),y Kτ ∈ ，都有下式成立 

T,x y t x y tτ τ+ = +                                     (2.2) 

若 0τ > ，则(2.2)变为 

( ) ( )( ) ( ) ( )T T T T T *, min min 0iz i I

yx y t x y t x t x z t x z t x z t x tτ τ τ τ τ τ τ
τ <∈Ω ∈

 + = + = + = + ≥ + = + = + ≥ 
 

    (2.3) 

若 0τ = ，则 0y = ，则 , 0x y tτ+ ≥ 显然成立。 
因此 *B K⊂ 。 
反过来，对 ( ) *,x t K∀ ∈ ，则对 ( ),y τ∀ 有 T 0x y tτ+ ≥ ，若 0τ > ，则 

( ) ( )T Tmin 0iz i I
t x z t x z t xτ τ τ

<
∈Ω ∈

 
+ ≥ + = + ≥ 

 
∑ ， 

由于 0i
i I

t xτ
<∈

 
+ ≥ 

 
∑ 且 0t ≥ 则 ( ),x t B∈ ，即 *K B⊂ 。 

由于对任意的 ( ) *,x t K∈ ， 0 *K K⊆ ，反过来对任意的 ( ) *,x t K∈ ，要证 ( ) 0,x t K∈ 。 

3.2. 集合 K 的切锥 

定理 2：集合 K 的切锥为 ( )0 , : 0n
i

i I
K x t R R t x

<∈

  = ∈ × + ≤ 
  

∑  

证明：由于 0 *K K= − ，则该结论显然。 

3.3. 集合 K 的极锥 

定理 3：集合 K 的极锥为 ( )
( )
( )

( ) ( ) ( )( ){ }
0

; , int
, ; ,

, : , , , 0 ;

n

K
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。
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即 ( )
( )
( )

( ){ }
0

; , int
, 0; ,

, : 0, ;

n

K

R R x t K
T x t x t K

d d d eα γη η

 × ∈
= ∈
 − ≤ ≤ 其他

。 

3.4. 集合 K 的临界锥 

定理 4：满足 ( )2 21 1min
2 2

y x tτ− + − ，使得 0 y eτ≤ ≤ 的临界锥为 ( ) ( ) ( ) ( )( ), , , ,KK x t T x t x t x t
⊥

= − 。 

证明：i) 当 ( ),x t K∈ 时， ( ) ( ), ,x t x t= ，则 KK T= 即

( )
( ) ( )

( ){ } ( ) ( )

; , int
; , 0,0

, : 0, ; ,

nR R x t K
K x t
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； 

ii) 当 ( ) 0, intx t K∈ 时， ( ) ( ), 0,0x t = ，则 KT K= ，则 ( ),K K x t ⊥=  ，而 0i
i I

x t
>∈

+ <∑ 且 

( ) ( ), ,d K x tη ⊥∀ ∈  ，则 0 d eη≤ ≤ ， T 0x d tη+ = ，而 
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∑

 

则 0η = ，即 ( ){ }0,0K = ； 
iii) 当 ( ) ( ) ( ){ }0, \ 0,0x t bd K∈ ， ( ) ( ), 0,0x t = 时， ( ),K K x t ⊥=  ，当 0i

i I
x t

>∈

+ =∑ 时，对 

( ) ( ), ,d K x tη ⊥∀ ∈  ，有 0 d eη≤ ≤ ， ( )T T T0 max 0
z

dx d t x t x z tη η η
η ∈Ω

  
= + = + ≤ + =  
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，这说明 

Targ max
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d x z
η ∈Ω
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其中 I γ ≠
> = ， I α≠
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iv) 其他情况， ( ) ( ){ }, , : 0,KT x t d d d eα γη η= − ≤ ≤
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令 ( ) ( ), ,y x tτ = 代入，由于 0xα = ， x xβ β= ， x teγ = ，则由(3)(4)得 0β γ α βλ λ υ υ= = = = ， 0αλ ≥ ，

0γυ ≥ ； 

由(1)得
0 (5)

0 (6)
x x x
x x x te
α α α α α α

γ γ γ γ γ γ

λ υ λ
λ υ υ

− − + = ⇒ = −
 − − + = ⇒ = −

； 

由(2)得 T Tt t e e γυ υ− = − = − 。 
下面求 K ，对 ( ) ( ) ( ), , ,Kd T x t x x t tη∀ ∈ − − ，有 
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d d e

d e d

α α α β β β γ γ γ

α α γ γ γ

α α γ γ

η

η

λ υ η υ

λ η υ

= − + −
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其中 ( ) ( ), ,Kd T x tη ∈ ，由此可知 , 0dα αλ = ， , 0e dγ γη υ− =  
由(5)得 0αλ = ， 0 0d

α α
λ ≠ => ⇒ ≥ ， 0d

α≠ = ，由(6)得 0
γ

υ = = ， 0
γ

υ ≠ > ，由此可知 0e d
γ

η =− ≥ ，

0e d
γ

η ≠− = ，即 d e
γ

η= ≤ ， d e
γ

η≠ = 。 

则

( )
( ){ } ( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }

( ){ }

0

0

; ,

0,0 ; , int

, : 0, , 0,0 ; , \ 0,0

, : 0, 0, , ;

T T T
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x t K

d d dK d e e x t bd K

d d d d e d e
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η η
η η η

η η η
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= ≠ = ≠

∈


∈
      =   ≥ = = ≤ ≤ ∈              
 ≥ = ≤ =

其他

。 

4. 结论 

本文研究了集合 K 的对偶锥、切锥、极锥和临界锥，为进一步研究增广拉格朗日方法，投影算子微

分性质的研究以及灵敏性分析等相关优化问题奠定了一定的理论基础。 
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