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Abstract: In paper [1], some properties are investigated about difference equation 
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where  and the initial conditions 0, 0, 0, 0a b c d     0 1, 0,x x   , such as the boundedness of the 

solution and the properties of the equilibrium point. In this paper we will prove that some methods used in 
paper [1] are wrong at first. Then we continue to study some properties of the difference equation under dif-
ferent circumstances. We get some interesting conclusions. At last, we use some numerical examples to verify 
the conclusions that we get in this paper. 
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摘  要：文献[1]中研究了差分方程
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( 是正实数)解的有界性、平衡点的局

部及全局吸引性，并给出了其几类特殊情形下的解的表达式。本文首先指出文献[1]中的第 2、3 段的

讨论方法是不正确的。然后本文中我们对平衡点的性质进行了讨论，分为两种情况进行研究，分别为 

, , ,a b c d

  1 a c d b   及 。在第一种情况中可以得到平衡解在适当的条件下是全局吸引的，   1 a c d b  

在第二种情况下得到任意实数都是平衡解且是不渐进稳定的。在每种情况中举了一些数值例子，并用

相应的软件画出其图像，从而进一步证明了结论的正确性。 

 

关键词：有理性差分方程；渐进稳定性；全局吸引性 

 

1. 引言 

考虑差分方程 

 1 1, , , , 0,1,n n n n kx f x x x n     


                              (1) 

其中 ，初值 1, ,kk N f C R R  1 0, , ,kx x x  为任意实数，则对给定的初值 1 0, , ,kx x x  ，方程(1)存在唯
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0一的解序列  。 ,n n kx n




满足平衡方程  定义 1：若 x x , ,f x x  则 x 称为差分方程(1)的平衡解。 

定义 2：设 x 方程(1)的一平衡解 

(1) 平衡点 x 称作稳定的，如果 0, 0     ，当 , 1 0, ,kx x x R  且 1kx xx x      时，解序列

，对一切 ， n n kx 


0n  nx x   。 

(2) 平衡点 x 称作渐进稳定的，如果它是稳定的且 0  ，当 1 0,kx x x R , 且 1kx xx x      时，

lim nn
xx


 。 

(3) 平衡点 x 称作一全局吸引子，如果对任意的 1 0,kx x x R , ，有 lim nn
xx


 。 

(4) 平衡点 x 称作全局渐进稳定的，如果它是稳定的且为一全局吸引子。 

是方程(1)的一平衡点且  1 1,kf C R R ，记
 , , ,

, 0,1, ,i
i

f x x x
p i

x


 



定义 3：设 x k



 

这里  0 1, , , kf x x x 是方程(1)中的函数。称方程 

1 0 1 1 , 0,1,n n n k n ky p y p y p y n       ,                         (2) 

为方程(1)关于平衡点 x 的变分方程。方程(2)的特征方程为 

1 1
0 1 1

k k
kp p p    
 kp                                  (3) 

定理 A[2] 假设 ， ，如果1 2 k, , ,p p p R 1,2,k  
1

1
k

i
i

p


 ，则差分方程 ， 

是渐进稳定的。 
1 1n k n k k n    0x p x p x   

0,1,n  
定理 B[2] 如果 1f C ，方程(1)的变分方程（2）的特征方程(3)的所有根满足 1  ，则方程(1)的平衡解 x 是

渐进稳定的；如果至少一个根满足 1  ，则平衡解 x 是不稳定的。 

定理 C[3] 考虑下述差分方程 

 1 , , 0,1,n n n kx F x x n                                      (4) 

其中 为整数。设1k   ,I p q 为某一实数区间，且      : , , ,f p q p q p q  为满足如下条件的连续函数。 

(a)对每个固定的  ,v p q ，  . f u v 关于 u 不减，对每个固定的  ,u p q ，  .f u v 关于 v 不增。 

(b)若      , ,m M p q p q  , 是方程组
 
 

,

,

m f m M

M f M m





的解，则m M 。 

那么，方程(4)具有唯一的平衡点 x且方程(4)所有解均收敛于 x。 

有理差分方程是非线性差分方程的重要类型，由于其对一般非线性差分方程研究的启示作用、有些科学和

工程问题的模型即是有理差分方程(离散虫口模型  1 1n n nx x x   就是一个有理差分方程)以及这类方程本身具

有的复杂性质，近几年来引起广泛的关注(见文献[4]、文献[1]及其引用的参考文献)。 

文献[5]中研究了时滞差分方程 1
n

n
n k

y
y A

y


  解的性质，从文中结论可见，参数 A 的取值范围对于方程解 

的性质有着实质性的影响。 

文献[1]中对差分方程 
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                                   (5) 

的局部渐进稳定性，作了如下的讨论： 

方程(5)的平衡方程 
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                                    (6) 

改写为 ，该文得出结论：如果  1 a c d b     1 a c d b   ，则得到唯一的平衡点 0x  ，并且令：

，定义为 : 0,f    0,2  
2

,
d

buf u v au
cu v

 


 

则 

 
 

 
 

2 2

2

2d d
, ,

d d
u v

bcu buv buf u v a f u v
cu v cu v
 

  
  2

                    (7) 

因此 

 
 

 
 2

2d d
, ,u v

bc b bf x x a f x x
c d c d
 

  
  2

                       (8) 

得到方程(1-5)关于平衡点 x 的变分方程为： 

   1 2 2

2d d
0n n

bc b by a y y
c d c d



 
    

   
1n                            (9) 

问题是：在 0x  处，由(7)的偏导数    , , ,u vf u v f u v 无法直接得到(8)中的      , 0,0 , ,u u vf x x f f x x   

。事实上，函数0,0vf   ,f u v 在点 处没有定义。即便补充定义0,0  0,0 0f  (这样定义时，  , f u v 在点  0,0

处连续)，成立的也是 

     

     

2 2

20 0

0 0

,0 0,0
0,0 lim lim

0, 0,0 0
0,0 lim lim 0

u u u

v v v

f u f acu bu ac bf
u ccu

f v f
f

v v

 

 

  
 


  


 

得不到方程(9)，因此，方程(9)并不是原方程在 0x  处的变分方程。 

2. 方程(10)平衡解的渐进稳定性 

设 

     

   

2

, , 0,0
, d

0, , 0,0

buau u v
f u v cu v

u v


  

 

 

考虑(5)的扩充差分方程，我们把它记为(10)，即 

 1 1, , 0,1,n n nx f x x n                                  (10) 

初值 1 0,x x 是任意实数。 

设方程(10)的平衡点为 x ，即 

 
2

,
d

bxx f x x ax
cx x

  


 

由于 时方程成为简单方程0b  1n nx ax  ，解的性质是周知的，下面考虑 的情形。如果

，我们得到唯一的平衡解

0b 

 1 a c b  d 0x  ；如果   a c d b1   则每个点 x R 都是平衡点。下面分两种

情形讨论。 

情形 1   1 a c d b    

当 时，(10)唯一的平衡解是  1 a c d b   0x  。方程(10)的变分方程 
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1 0n
ac by y

c


n                                    (11) 

特征根
ac b

c
 
 ，取 为任意的实数，则(11)的解为0 0y  0 , 1, 2,

n

n
ac by y n

c
   

 
  

因此，(11)的平衡解 0y  ，当 1
ac b

c


 时，是全局吸引的； 1
ac b

c


 是常值解； 1
ac b

c


 时，非零解都 

是无界的。对方程(10)有 

定理 1 设   ，则  1 a c d b  

1) 当 1
ac b

c


 ，方程(10)的平衡解 0x  是全局吸引的； 

2）当 1
ac b

c


 时，方程(10)的平衡解 0x  是不稳定的。 

证明： 

1) 下面验证定理 C 的条件满足，从而结论 1)成立。在定理 C 中，取 0, 0p q  是任意正实数，则当 1
ac b

c




时，对任意的      , 0, 0,u v q q  ，  
2

0 ,
d

bu bu acu buf u v au au q
cu v c

     
 c


 显然，  ,f u v 关于  ,u v 在

第一象限是连续函数，关于 u 是增函数，关于 v 是减函数。如果对  , 0,fm M q
 
 

,

,

M f M m

m Mm f





则可得 

   2 2 2 21c a M m b M m      

由 1
ac b

c


 ，得 ，进而 ，于是，必有ac b c  1b c a   m M 。由定理 C 即知，方程(2-1)是全局吸引的，

事实上，此时，解序列
2

1 0
1d

n n
n n n

n n

bx bx nac bx ax ax x
cx x c c

         
 单调减少地收敛于 0。 

2) 当 1
ac b

c


 时，可取 充分小使得0d  1
ac b
c d





，如果初值 1 0 ,x x  则 

2 2
0 0 0

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0d d

bx bx bx ac b ad ac b
0x ax ax ax x x x

cx x cx x c d c d c d

  
        

    
用归纳法证明， 

 
2 2

1 0
1d d

n
n n n

n n n n n n
n n n n

bx bx bx ac b ad ac b ac bx ax ax ax x x x n
cx x cx x c d c d c d c d



                      
 

注 1 由于变分方程(2-2)不同于文[1]中的方程(9)，对应于定理 1，文献[1]中的定理 2，提出的条件是  1b c a  ，

是通过验证定理 C 的条件来证明的，但是，证明中并未指出如何选取 p q 使得上面定义的函数  ,f u v 满足

     : , , ,f p q p q p q  。当 时，是否存在这种 是存疑的。 1b c a   ,p q

注 2 值得注意的是，由于  
 

 
 

2 2

2 2

2d d
, ,

d d
u v

bcu buv buf u v a f u v
cu v cu v
 

  
 

直接计算，有 

   

2

2 20

2d 2d
lim

dv ku

bcu buv bc bka a
cu v cu kd 

     
   

 

上述极限因 k 而异，因此，
   


, 0,0
lim ,uu v

f u v


不存在，于是，  ,uf u v 在  0,0 点不连续，定理 B 的条件 1f C

往往被忽略而导致推理出错。当 1
ac b

c


 时，方程(10)的不稳定性并不能从定理 B 得出。 
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下面通过数值例子来直观地说明定理 1。 

考察方程
2

1
1

0.5
3 d

n
n n

n n

x
x x

x x


 


则
0.5 3 1 2.5

1
3 3

ac b
c
  

   取 0, 1, 5d d d   ，初值 ，可

分别得到图形如下(图 1) 

1 01, 2x x  

 

10 20 30 40 50

0.2

0.4

0.6

0.8

1

  10 20 30 40 50

0.1

0.2

0.3

0.4

  10 20 30 40 50

0.02

0.04

0.06

0.08

 
0d                                          2d                                         5d 

Figure 1. The solution of 
2

1
1

0.5
3 d

n
n n

n n

xx x
x x


 


, when 0, 1, 5d d d   ,  1 01, 2x x  

图 1. 当 ，0, 1, 5d d d   1 01, 2x x   时，
2

1
1

0.5
3 d

n
n n

n n

xx x
x x


 


的图形 

 

考察方程
2

1
1

3
0.5

2
n

n n
n n

x
x x

x x


 


有
4

1
3

ac b
c d


 


，数值例子图形为(图 2) 

 

10 20 30 40 50

1´109

2´109

3´109

4´109

 

Figure 2. The solution of 
2

1
1

3
0.5

2
n

n n
n n

xx x
x x


 


, when 1 01, 2x x    

图 2. 当 时，1 01, 2x x  
2

1
1

3
0.5

2
n

n n
n n

xx x
x x


 


的图形 

 

如果 1
ac b

c


 ，当取 充分大时，数值例子0d 
2

1
1

4
0.5

2 8
n

n n
n n

x
x x

x x


 


其图形为(图 3) 

图形 2 和图形 3 说明，当 时，仅有条件  1 a c d b    1c a b  不能保证解序列收敛到平衡解 0x  ，

从而，文[1]中的定理 2 是不正确的。 

情形 2 。   1 a c d b  

定理 2 如果   ，则任意的实数 1 a c d b b   , 0 x 都是方程(10)的平衡解。因此，任何非零的平衡解都不

是渐进稳定的。 
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Figure 3. The solution of 
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证明：由前面的讨论，方程(10)的平衡方程是
2

d

bxx ax
cx x

 


 

因此， 时，任意的非零  1 a c d b b   , 0 x 都是平衡解，从而平衡解不唯一。 

当初值 1 0 0x x x    时，解为常值序列，当 0 1x x x  时
2 2
0 0

1 0 0
0 1 0 0d d

bx bx
0x ax ax x

cx x cx x

   
 

 归纳

地可得，对任意的 ，2n  1 1 1 0 1n n nx x x x x x x         。因此，解序列是单调增加的。大量的数值例子

都表明，此时解序列是有界的，一般结论尚待证明。 

当 0 1x x  x 时，
2 2
0 0

1 0 0
0 1 0 0d d

bx bx
0x ax ax x

cx x cx x

    
 

同理归纳地可得，对任意的  2n 

1 1 1 0 1n n nx x x x x x x          

在此初值条件下，方程的解序列单调减少，是有界的。总之，方程(10)的任何非零平衡解都不是渐近稳定的，

解的性质与两个初值 1 0,x x 的大小关系相关。 

注 3 定理 2 刻画的事实可以表述为，在条件   1 a c d b b, 0    下，方程具有局部单调性，即对任意的

0 1 0x x  ，存在 0  ，非负初值 1 0,x x 满足 1 1 0 0,x x x x      时，解序列 nx 单调增加。事实上，当 

0 1 0x x  时，取 0 1
1 1 0 00, ,

2

x x
x x x x  
 


      时， 0 1

1 1 02

x x
0x x x 

 


x      ，从而，以 1 0,x x  

为初值的解序列 nx 单调增加。 

同理，对任意的 00 1x x  ，存在 0  ，初值 1 0,x x 满足 1 1 0 0,x x x x      时，解序列 nx 单调减

少。 

数值例子
2

1
1

3
0.5

2 4
n

n n
n n

x
x x

x x


 


 

取初值 ，其图形为图 4。 1 01, 2x x  

如取初值 ，则其图形为图 5。 1 02, 1x x  
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Figure 4. The solution of 
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Figure 5. The solution of 
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