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Abstract 

This paper studied the periodicity of entire functions with its difference, and proved: Let ( )f z  be 

a transcendental entire function of finite order, and d be a Picard exceptional value of ( )f z . If 

( ) ( )cf z f z∆  is a periodic function, then ( )f z  is also a periodic function. 
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摘  要 

本文主要研究了有穷级整函数与差分相关的周期性问题，主要证明了：如果 ( )f z 是有穷级超越整函数，

d是 ( )f z 的一个Picard例外值，如果 ( ) ( )cf z f z∆ 是周期函数，则 ( )f z 也是周期函数。 
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1. 引言及主要结果 

假设读者熟悉亚纯函数 Nevanlinna 值分布理论的基本内容及相关标准符号(见参考文献[1] [2] [3])。
特别的， ( )fρ 表示整函数 f 的级，当 ( )fρ < ∞时，称 f 为有穷级整函数。 

设 ( )f z 是复平面上的整函数，定义其差分算子为 

( ) ( ) ( )c f z f z c f z∆ = + − , ( ) ( )( )1n n
c c cf z f z−∆ = ∆ ∆ . 

2018 年，王琼、扈培础[4]研究了杨重俊提出的如下猜想： 
猜想 1：如果 ( )f z 是超越整函数，对某个正整数 k，如果 ( ) ( ) ( )kf z f z 是周期函数，则 ( )f z 也是周

期函数。 
王琼、扈培础[4]证明了以下特殊情形，猜想 1 是正确的，他们证明了： 

定理 1：如果 ( )f z 是超越整函数，对某个正整数 k，如果 ( )( )( )2 k
f z 是周期函数，则 ( )f z 也是周期 

函数。 

注 1：显然 ( )( ) ( ) ( )2 2f z f z f z′ ′= ，即定理 1 说明猜想 1 当 1k = 时是正确的。 

2019 年，刘凯等人[5]研究了在 ( )f z 有非零 Picard 例外值的情形，猜想 1 是正确的。 

定理 2：如果 ( )f z 是超越整函数， 0d ≠ 是 ( )f z 的一个 Picard 例外值，对某个正整数 k，如果

( ) ( ) ( )kf z f z 是周期函数，则 ( )f z 也是周期函数。 

对于定理 2，要求 0d ≠ ，自然会问，当 0d = 时，定理 2 结论是否成立？本文研究了该问题，证明

了以下结论。 
定理 3：如果 ( )f z 是有穷级超越整函数，0 是 ( )f z 的一个 Picard 例外值，对某个正整数 k，如果

( ) ( ) ( )kf z f z 是以 c 为周期的函数，则 ( ) eaz bf z += ，其中 0,a b≠ 是两个常数，并且 2e 1ac = ，即 ( )f z 是以 

2c 周期的周期函数。 
另外，我们将定理 2 中的导数替换成差分，证明了如下结论。 
定理 4：如果 ( )f z 是有穷级超越整函数，d 是 ( )f z 的一个 Picard 例外值，如果 ( ) ( )cf z f z∆ 是周期

函数，则 ( )f z 也是周期函数。 

2. 一些引理 

引理 2.1 ([6])设 ( )f z 是一个有穷级亚纯函数，c 是非零常数，则有 

( )( ) ( ) ( ), , ,T r f z c T r f S r f+ = + . 

引理 2.2 ([2])设 ( )( )( )1 3if z i n n≤ ≤ ≥ 除 nf 之外是非常值亚纯函数，并且满足 ( )
1

1
n

i
i

f z
=

≡∑ ，和存在一
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个常数 1λ < ，对任意的，1 k n≤ ≤ 时，均有 

( ) ( ) ( )( ) ( )
1 1

1, 1 , 1 ,
n n

j k
i ij

N r n N r f o T r f
f

λ
= =

 
+ − < +  

 
∑ ∑ , r →∞ , r E∉ , 

其中 ( )1,E ⊂ ∞ 是测度有穷的集合。 

则 ( ) 1nf z ≡ 。 

3. 定理 3 的证明 

由 0 是 ( )f z 的 Picard 例外值，且 ( )f z 是有穷级超越整函数，因此存在非常数多项式 ( )p z ，使得

( ) ( )e p zf z = ，显然 ( ) ( ), ,T r p S r f= 。经简单计算，可得 ( ) ( ) ( )( ) ( )ek p zf z H p z= ，其中 ( )( )H p z 是关于 ( )p z

的微分多项式。显然 ( )( ) 0H p z ≡/ ，否则 ( ) ( ) 0kf z ≡ ，得 ( )f z 是一个次数不超过 1k − 的多项式，这与 ( )f z

是超越整函数矛盾。引理 2.1 可得 ( )( )( ) ( ), ,T r H p z S r f= ， ( )( )( ) ( ), ,T r H p z c S r f+ = 。 

另外，因为 ( )kff 是周期函数，不妨设其周期为 c，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k kf z f z f z c f z c= + + .                            (1) 

将 ( ) ( )e p zf z = ， ( ) ( ) ( )( ) ( )ek p zf z H p z= 代入(1)式，可得 

( )( ) ( ) ( )( ) ( )2 2e ep z p z cH p z H p z c += + . 

从而有 

( ) ( )( )
( )( )

2e c p z H p z
H p z c

∆ =
+

. 

当 ( )deg 2p z ≥ 时， ( ) ( )deg deg 1 1c p z p z∆ = − ≥ . 

( )( ) ( )( )
( )( )

( )( ),e , ,ec cp z p zH p z
T r T r S r

H p z c
∆ ∆ 

= =  + 
, 

矛盾。 
所以 ( )deg 1p z = ，令 ( )p z az b= + ，其中 0a ≠ . 则 ( ) eaz bf z += ， ( ) ( ) ek k az bf z a += ，代入(1)式，可得

2 2 2 2 2e ek az b k az ac ba a+ + += ，所以 2e 1ac = ，即得 ( ) ( )22 e eaz ac b ac bf z c f z+ + ++ = = = 。 

定理 3 证明完毕。 

4. 定理 4 的证明 

由 d 是 ( )f z 的 Picard 例外值，且 ( )f z 是有穷级超越整函数，因此存在非常数多项式 ( )p z ，使得

( ) ( )e p zf z d= + ，显然 ( ) ( ), ,T r p S r f= 。经简单计算，可得 ( ) ( ) ( )e ep z c p z
c f z +∆ = − ，若 ( ) 0c f z∆ ≡ ，则显

然 ( )f z 是以 c 为周期的周期函数，以下考虑 ( ) 0c f z∆ ≡/ 的情形。 

另一方面，因为 ( ) ( )cf z f z∆ 是周期函数，不访设其周期为η，则有 

( ) ( ) ( ) ( )c cf z f z f z f zη η∆ = + ∆ + .                            (2) 

将 ( ) ( )e p zf z d= + ， ( ) ( ) ( )e ep z c p z
c f z +∆ = − 代入(2)式， 

当 0c η+ ≠ 时，有 
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( ) ( )2 2e 1 e e e e 1 e e e 0c cc cp p p p pp pp pd η η η η η+ +∆ ∆ ∆ +∆ ∆∆ ∆− − + + − − + ≡ .                (3) 

可断言： 

( )e 1 e e 0cc p ppd η η+∆ ∆∆ − − + ≡ ,                              (4) 

2e 1 e e 0cc p p pp η η η+∆ +∆ ∆∆ − − + ≡ .                              (5) 

若不然，由(3)式及引理 2.1，引理 2.2，可得 

( ) ( ) ( )2

e 1 e e
,e , ,e

e 1 e e

cc

cc

p pp
p p

p p pp

d
T r T r S r

η η

η η η

+

+

∆ ∆∆

∆ +∆ ∆∆

 − − +
 = =
 − − +
 

. 

矛盾。 
令 ( ) 1

1 1 0
n n

n np z a z a z a z a−
−= + + + + ， 1n ≥ ， 0na ≠ 。 

情形 1。 2n ≥ 。则 ( ) ( )1
1

n
c np z na cz P z−∆ = + ， ( ) ( ) ( )1

22 n
c np z na c z P zη η −
+∆ = + + 。其中 1 2,P P 是次数

不超过 2n − 的多项式。可知 , ,c cp p p pη η η+∆ ∆ + ∆ ∆ 均是次数为 1n − 的多项式。由(5)式及引理 2.2，可得

e 1c p∆ ≡ ，或者 e 1cp pη η+∆ +∆ ≡ ，或者
2e 1pη∆ ≡ ，矛盾。 

情形 2。 1n = 。则 ( ) 1 0p z a z a= + ， ( ) 1c p z a c∆ = ， ( ) ( )1c p z a cη η+∆ = + ，代入(5)式，可得 
1 1 1 12 2e 1 e e 0a c a c a aη η+− − + ≡ ，即 ( )( )1 12e 1 1 e 0a c a η− − ≡ 解方程，有 1e 1a c = ，或 12e 1a η = 。即 ( )f z 是以 c 或 2η

为周期的周期函数。进一步的，若 0d ≠ ，结合(4)式，可得 1e 1a c = ，或 1e 1a η = ，即 ( )f z 是以 c 或η为周

期的周期函数。 
当 0c η+ = 时，有 

( ) ( )2 2e 2 e e e 1 e e e 0c cp p pp pp pd η η η∆ ∆ ∆∆ ∆− + + − − + ≡ .                     (6) 

与上述讨论类似，可得 ( )f z 是以 c 或η为周期的周期函数。 
定理 4 证明完毕。 
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