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Abstract 
The Wiener index of a graph is one of the most very well-researched topological indices, i.e. graph 
theoretic invariants of molecular graphs. Some interesting questions remain largely unsolved de-
spite being easy to state and comprehend. In this paper, we investigate a conjecture proposed by 
DelaVina and Waller [1], namely, the graphs of order 2d + 1 and diameter d have Wiener index less 
or equal than the cycle of order 2d + 1. In this paper, we proved that this conjecture is true for un-
icyclic graphs with vertices outside of the cycle not too many. 
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摘  要 

图的Wiener指标是图论中研究的比较深刻的拓扑指标之一，结果很丰富，同时也有许多有趣的问题没有

被解决，尽管这些问题很容易表述也很容易被理解。在这篇文章中，我们着重研究由DelaVina和Waller 
[1]提出的一个猜想，即：点数是2d + 1，直径为d的图的Wiener指标都不超过点数是2d + 1的圈的。本

文证明了该猜想对于单圈且圈外顶点数不多的图是正确的。 
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1. 研究背景 

1.1. 研究历史 

令 ( ),G V E= 是一个简单的连通图。图 G 的 Wiener 指标是指图 G 中所有点对的距离和，即 

( )
{ } ( )

( )
,

, ,G
u v V G

W G d u v
⊆

= ∑  

其中 ( ),Gd u v 表示 ,u v 之间的距离。 
Wiener 指标是由 Harold Wiener [2]最先发现的，用以研究烷烃沸点的一种分子拓扑指标，它是指无

环烷烃图中碳原子对之间键的数量的集合。1971 年，Hosoya 证明了 Wiener 指标等于分子图中的直径矩

阵的元素总和的一半，由此，Wiener 指标的定义被延伸到了有圈图中。 
在近些年中，Wiener 指标的最大与最小问题吸引了许多学者的研究，并有了一定的发现。Entringer，

Jackson 和 Snyder [3]在 1976 年用到了 ( )W G 的定义。随着有关于 Wiener 指标的深入，更多的结果被发现

[4] [5]。在所有阶为 n 的图中，路具有最大 Wiener 指标，星图具有最小 Wiener 指标。有关于给定条件下

图的 Wiener 指标极值问题有许多，如：周波教授[6]研究了给定点数与匹配数的图的最小 Wiener 指标。

于桂海教授[7]刻画了给定周长的具有极大与极小 Wiener 指标的图。在这些问题中，由 DelaVina 和 Waller 
[1]提出的猜想极大地促进了 Wiener 指标的研究： 

猜想 1：阶为 2 1d + ，直径为 2d > 的连通图 G 中，具有最大 Wiener 指标的图是圈。 
为了研究这个猜想，我们将问题范围从连通图缩小到单圈图。在本文中，我们将研究给定直径和阶

的具有最大 Wiener 指标的单圈图。我们将证明以下定理： 

定理 1：在阶为 2 1d + ，直径为 d，圈的阶为 2 1d k+ − 的单圈图 G 中，如果
( )21

4
k

d
+

> ，则 

( ) ( )W G W C≤ ，圈 0 1 2 2 0dC u u u u u=  。 

1.2. 术语介绍 

我们简单介绍一下本文会用到的符号，对未说明的符号请参考文献[5]。在本文中，我们主要研究简

单的无向图 ( ),G V E= ， ,V E 分别表示图的点集和边集。 ( ),Gd u v 表示点 ,u v 之间的距离，即连接 ,u v 两

点的最短路的长度。连接点 u 的边数称为 u 的度，度为 1 的点称为悬挂点。路是由无重复的顶点和边构

成的序列 0 1 1, , , , ,k kv e v e v ，对于1 i k≤ ≤ ，边 ie 的顶点为 1iv − 和 iv 。如果路的顶点 0 kv v= ，则它构成圈。

连通的无圈图称为树，只有一个圈的图称为单圈图。 
我们定义 ( )

0 1 2 2 0 1 2 2d ku u u u d kG C T T T T
− −=



 是阶为 2 1d + 的单圈图，它有着阶为 2 1d k+ − 的圈 

( ) 0 1 2 2 02 1 d kC d k u u u u u−+ − =  与链接在圈上的树 0 1 2, , , d kT T T − 。当 iT 的阶为 0 时， iT 不存在。 
为了方便证明中的叙述，下面我们介绍几个特殊的定义： 
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1.2.1. 定义 1 
令 ( ),i iB n l 是阶为 in ，直径为 1il − 的扫帚树，其图形是阶为 3i in l− + 的星状树，其中一条边被分割

成 2il − 条边的路。如图 1 所示，我们将路上的顶点标为 ,1 ,2 , 1, , ,
ii i i lv v v − ，并且顶点 , 1ii lv − 是度为 1i in l− +

的点。令其他与顶点 , 1ii lv − 相连的悬挂点按逆时针标为 , , 1 ,, , ,
i i ii l i l i nv v v+  。 

 

 

Figure 1. Definition 1- ( ),i iB n l  

图 1. 定义 1- ( ),i iB n l  

1.2.2. 定义 2 
令图 H 是图 G 的子图。 1 2x x 是图 H 的边， 1 3x x 是图G H− 的边，则图 1 2 1 3H x x x x− + 定义为由图H删

去边 1 2x x 并加上边 1 3x x 的图。 

1.2.3. 定义 3 
在图 ( ),G V E= 中，令 1H 和 2H 是图 G 的子图，图 1H ′和 2H ′分别由图 1H 和 2H 变化而来，则有

1 2 1 2G G H H H H′ ′ ′= − − + + ， ( ) ( )
1 21 2 ,, ,

i jG i jv H v HH H d v vω
∈ ∈

= ∑ 和 

( ) ( ) ( )1 2 1 21 2, , ,GG G GW H H H H H Hω ω′ ′ ′ ′∆ = − 。 

1.2.4. 定义 4 
令 ( )

0 1 2 2 0 1 2 2d ku u u u d kG C T T T T
− −=



 ，定义 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2, 0 0 1 1 2 22 1 , , , , , ,
d kd i u u u d k d kG d C B n l B n l B n l
− − −+ =




是

0 1 2, , , d kT T T − 均为扫帚树 ( ) ( ) ( )0 0 1 1 2 2, , , , , ,d k d kB n l B n l B n l− − ，且 ( ),j jB n l 与圈 C 之间以边 

( ),1 0 2j jv u j d k≤ ≤ − 相连的图 G，其中 d 为图的直径，2 1d + 为图的阶，i 为图中所有阶不为 0 的扫帚树

的总数。 

1.2.5. 定义 5 
在图 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2, 0 0 1 1 2 22 1 , , , , , ,

d kd i u u u d k d kG G d C B n l B n l B n l
− − −= + =




中，若扫帚树 ( ),i iB n l 和 

( )( ),j jB n l i j≠ 满足 ( ),i j G i jl l d u u d+ + = ，则令 ( ) ( ) ( ){ }, , , ,i i j jP i j B n l B n l= 。 

2. 引理和结论 

为了证明定理 1，我们首先引入几个引理。 

2.1. 引理 1 

扫帚树 ( ),i iB n l 的 Wiener 指标为： 

( )( ) ( ) ( )
1 1

2
1

1 1
, 1 2 1

i i

i i

l l

i i i n l i i
j i

W B n l j l j C n l j
− −

− +
= =

= − − + + − +∑ ∑  
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2.2. 引理 2 

令图 G 为一个阶为 2 1d + ，直径为 d 的单圈图，圈 C 是图 G 的一个阶为 2 1d k+ − 的子图。如图 2，
令 1v 为图G C− 的一个度大于等于 3 的顶点，同时与 2v 和 3v 相连，且有 2v 和 3v 到圈 C 的直径是 1v 到圈 C
的直径加1，即 ( ) ( ) ( )2 3 1, , , 1d C v d C v d C v= = + 。保证图G的直径不变，将图G变化为图 1 2 2 3G G v v v v′ = − + 。

当 d k> 时，有 ( ) ( )W G W G′ ≥ 。 
 

 
Figure 2. Lemma 1 
图 2. 引理 1 

 

证明：图 1 2 3, ,G G G 都是图 G 删去边 1 2v v 和 1 3v v 得到的部分，其中 1 1 2 2 3 3, ,v G v G v G∈ ∈ ∈ 并且 1C G∈ 。

保证图 G 的直径不变，令 1 2 2 3G G v v v v′ = − + ，则有 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 3W W G W G n G n G n G′∆ = − = −  。 
当 d k> 时，有 ( ) ( )1 3n G n G> ，则 0W∆ > ，即 ( ) ( )W G W G′ ≥ 。 

2.3. 引理 3 

令图 G 为一个阶为 2 1d + ，直径为 d 的单圈图，圈 C 是图 G 的一个阶为 2 1d k+ − 的子图。如图 3，

0H 是图G C− 的子图，且扫帚树 ( ) ( ), , ,i i j jB n l B n l 是图 G 的子图且链接于同一个顶点 v。i jl l= ， 0i jn n− >
且 ( ),i iv B n l∉ ， ( ),j jv B n l∉ 。令 ( ) ( ) ( ) ( ), , 1, 1,i i j j i i j jG G B n l B n l B n l B n l′ = − − + − + + ，当 d k> 时，有

( ) ( )W G W G′ ≥ 。 
 

 
Figure 3. Lemma3 
图 3. 引理 3 

 

证明：由条件可知： ( ) ( ) ( )( )2 2 1i i jW W G W G l n n′∆ = − = − − − 。 
明显当 0i jn n− > 时， 0W∆ ≥ ，即 ( ) ( )W G W G′ ≥ 。 

2.4. 引理 4 

令图 G 为一个阶为2 1d + ，直径为 d 的单圈图，圈C 是图 G 的一个阶为2 1d k+ − 的子图。如图 4， 0H 是

图G C− 的子图，且扫帚树 ( ) ( ), , ,i i j jB n l B n l 是图 G 的子图且链接于同一个顶点 v。 i jl l= ， 0i jn n− = 或 1，
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且 ( ) ( ), , ,i i j jv B n l B n l∉ 。令 ( ) ( ) ( ), , ,i i j j i j iG G B n l B n l B n n l′ = − − + + ，当
( )21

4
k

d
+

> 时，有 ( ) ( )W G W G′ > 。 

 

 
Figure 4. Lemma 4 
图 4. 引理 4 

 
证明：令 ( ) ( ), ,i i j jC G B n l B n l′ = − −  

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

, , ,

, , , , ,

, , , ,

G i j i G i j i

i i j j G i i j j

G i i G j j

W W G W G

W C B n n l B n n l C

W C W B n l W B n l B n l B n l

B n l C B n l C

ω ω

ω

ω ω

′∆ = −

 ′ ′= + + + + 

 ′− + + +

′ ′+ + 

 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

, , ,

, , , , ,

, , , ,

G i j i G i j i

i i j j G i i j j

G i i G j j

W C B n n l B n n l C

W C W B n l W B n l B n l B n l

B n l C B n l C

ω ω

ω

ω ω

 ′ ′= + + + + 

 ′− + + +

′ ′+ + 

 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )
( ) 1

1

, , , , , ,

, , , , , ,

, , ,

i

i j i i i j j G i i j j

G i j i G i i G j j

i j i i i j j i j j i

l
k

W B n n l W B n l W B n l B n l B n l

B n n l C B n l C B n l C

W B n n l W B n l W B n l n n

n C k

ω

ω ω ω

ω ω

−

=

 = + − − − 

 ′ ′ ′+ + − − 

 = + − − − + 

′+ ∑

 

其中 ( ) ( ) ( ), 1
i

i i

l
i i i iB n l kd v k l n lω

=
= = + −∑ 。 

当 i jl l l= = ， i jn n n= = 时， ( )2 2 1n n C d′+ = + ，则有 

( )( ) ( ) ( )2 2
2 2 2 11 1 11 3 2 6 6 6 2 2 0

3 3 4 2 2
k kW l dl l l n d n k
+  ∆ = − + − − > − > × − × = + > 

 
。所以，当

( )21
4

k
d

+
> 时，

( ) ( )W G W G′ > 。 

当 i jl l l= = ， 1 1i jn n n= + = + 时， ( )2 1 2 1n n C d′+ + = + 时，则有 

( )

( )

2 2 2 2

22

1 1 1 11 2 2 2 2 2 2 2 2 2
3 6 3 6

11 12 2 2 1 0
2 2 4

W l l l dl n n d n n

kk k k

 ∆ = − − + − − − > × − × + − − − 
 

+− − > − × − × + × − = > 
 

。所以，当
( )21

4
k

d
+

> 时，

( ) ( )W G W G′ > 。 
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2.5. 结论 1 (扫帚变换) 

令图 G 为一个阶为 2 1d + ，直径为 d 的单圈图，圈 C 是图 G 的一个阶为 2 1d k+ − 的子图。通过以

下步骤可以将单圈图 G 中链接在圈 C 上的任意一支树 iT 变成扫帚树，使得 Wiener 指标增加。令 iT 与圈

C 链接于圈上的点 iu 。 
第一步：当 d k> 时，反复进行引理 2 中的变换，直到 iT 的所有悬挂点都与顶点 iu 的距离相等，在此

过程中 G 的 Wiener 指标不断增大。 
第二步：由引理 3 可知，当 d k> 时，任意选取两个扫帚树 ( ) ( ), , ,i i j j iB n l B n l T⊂ 满足条件： i jl l= 和

0i jn n− ≥ ，通过反复进行将 ( ),i iB n l 和 ( ),j jB n l 变为 ( )1,i iB n l− 和 ( )1,j jB n l+ 的变化，我们可以不断增

加 Wiener 指标，直到 i jn n′ ′= 或者 1i jn n′ ′= + 。再根据引理 4，当
( )21

4
k

d
+

> 时，将 ( ),i iB n l′ 和 ( ),j jB n l′ 变

为 ( ),i j iB n n l′ ′+ ，此过程中 G 的 Wiener 指标不断增大，反复步骤二直至 iT 变成扫帚树。 

2.6. 引理 5 [8] 

阶为 m 的圈 C 上的一个顶点 u 到圈上其他各点的距离和为： 

( )
( )

( ) ( )

2

2

1
4
1 1
4

mC

m m
d u

m m


= 
 −


当 是偶数

当 是奇数

 

阶为 m 的圈 C 的 Wiener 指标为： 

( )
( )

( ) ( )

3

2

1
8
1 1
8

m

m m
W c

m m m




 −


=
当 是偶数

当 是奇数

 

2.7. 引理 6 

令图 G 是一个阶为 2 1d + ，直径为 d 的单圈图，圈 C 是图 G 的一个阶为 2 1d k+ − 的子图。在单圈

图 G 上有扫帚树 ( ),i iB n l 链接在圈 C 上的点 iu 上。令 , 1 , 2 , 2 ,i i i ii l i l i l i lG G v v v v− − −′ = − + ，当 d k> 时，有

( ) ( )W G W G′ ≥ 。 
证明：令 , 1 , 2 , 2 ,i i i ii l i l i l i lG G v v v v− − −′ = − + ，有 ( ) ( ) ( )( )2 1i i i iW W G W G n l d n l′∆ = − = − − + − 。 
当 d k> 时，有 0W∆ > ，即 ( ) ( )W G W G′ > 。 

2.8. 引理 7 

在图 ( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2, 0 0 1 1 2 22 1 , , , , , ,
d kd i u u u d k d kG G d C B n l B n l B n l
− − −= + =




中，令集合 ( ){ }, 2 1d iP G d= ⊂ + ，

图中必定存在一支中心扫帚树 ( ),i iB n l 有 ( ) ( ), ,i iB n l P i j∈ 。若不存在，必定可以通过引理 6 获得一个

存在中心扫帚树且 Wiener 指标更大的图G′。 
证明：当 1i = 时，令唯一的一支扫帚树为中心扫帚树。 
当 1i > 时，若集合 ( ){ }, 2 1d iP G d= ∈ + 中不存在 ( ),P i j ，反复通过引理 6 中的变化，我们必定可以

得到一个有更大 Wiener 指标，且集合 ( ){ }, 2 1d iP G d= ∈ + 不为空的情况。 
当集合中只有一个 ( ),P i j ，则令 ( ),P i j 上两支扫帚树中直径较大的一支为中心扫帚树。 
当集合中有两个或以上 ( ),P i j ，如果不存在 ( ) ( ), ,i iB n l P i j∈ ，我们将情况分为以下三种： 
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情况 1：在图 ( ),4 2 1dG d + 中，将扫帚树任意标为 ( ),a aB n l ， ( ),b bB n l ， ( ),c cB n l 和 ( ),d dB n l ，若存

在 ( ),P a c 和 ( ),P b d ，且 a cn n≥ ， b dn n≥ ，我们可以得出：
1

2b d
kl l −

+ ≥ ，
1

2a c
kl l −

+ ≥ ， a b c dl l l l k+ + + ≤ 。

因此，我们可以得到：
1

2a c
kl l −

+ = 且
1

2b d
kl l +

+ = ；或者
1

2a c b d
kl l l l −

+ = + = 。此时令 ( ),b bB n l 与 ( ),d dB n l

中直径较大的一支为中心扫帚树。 
情况2：在图 ( ),5 2 1dG d + 中，将扫帚树顺时针标为 ( ),a aB n l ， ( ),b bB n l ， ( ),c cB n l ， ( ),d dB n l 和 ( ),e eB n l 。

显然该图可以被刻画为：
1

2a c b d
kl l l l −

+ = + = ， 1e el n= = 。假设 a b c dn n n n+ ≥ + 。令 

( ) ( )1 1, ,e e e eG G B n l B n l− −′ = − + 且 1 1 1e e e en l n l− −= = = = ，很明显 Wiener 指标会增长，有如下 

( ) 0d a b c dW n n n n n∆ = + − − > 。因此总存在一个有着更大 Wiener 指标的图 ( ),4 2 1dG d + 存在不为空的 P。 

情况 3：在图 ( ), 2 1d iG d + ， 5i > ，将扫帚树顺时针标为 ( ),a aB n l ， ( ),b bB n l ， ( ),c cB n l ， ( ),d dB n l 等，

假设存在 ( ),P a c 和 ( ),P b d ，我们可以得到
1

2a c
kl l −

+ ≥ 且
1

2b d
kl l −

+ ≥ ， 2a b c dl l l l k+ + + ≤ − ，条件相互

矛盾，因此不可能存在不包含中心扫帚树的 P，该情况不存在。 

2.9. 引理 8 

在图 ( ), 2 1d iG G d= + 中， 1i ≥ ， 1k ≥ ，则存在一个图 ( ), 1 2 1d iG G d−′ = + ，其中 ( )( ), 0i in B n l ≥ ，当
9
2
kd ≥ ，

有 ( ) ( )W G W G′ ≥ 。 

证明：任意选取一支扫帚树记为 ( )0 0,B n l 。如图 5， ( )0 0,B n l 链接于圈 C 上顶点 0u ，从 0u 开始将圈

上的顶点顺时针(或逆时针)记为 1 2 2, , , d ku u u − 。 0,1v 和 0,2v 是在 ( )0 0,B n l 上的两个顶点，令 

( ) ( ), , 0 1 0 2 0,1 0,2 0 0,1 0,2 0,3 0,1 0 0,1 1 0,2 0 0,2 2 0 0,32 1 2 1d i d i d k d kG d G d u u u u v v u v v v v u v u v u v u u v− −′ + = + − − − − − + + + ++ 时，

该图的 Wiener 指标会增加。 
当 k 是奇数时， 2d k− 为奇数，设 2 1 2m d k+ = − 。 

 

 
Figure 5. Lemma 8 
图 5. 引理 8 
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( )( ), 1 1j jB n l j m≤ ≤ − 和 ( )( ), 1 2 1,i iB n l i m i j≤ ≤ + ≠ 之间 Wiener 指标的变化为： 

( ) ( )
2 1 2 1

21,
, , , 2

m m

GG j j i i j i
i m ji i j

W B n l B n l n n
+ +

′
= + += ≠

 
∆ = 

 
∑

 

( )0 0,B n l 和 ( )( ), 1 2 1i iB n l i m≤ ≤ + 之间 Wiener 指标的变化为： 

( ) ( )( ) ( )
2 1

0 0 0 1
1

, , , 1 2
m

GG i i i m
i

W B n l B n l n n n
+

′ +
=

∆ = − − + 
  
∑  

( )0 0,B n l 自身 Wiener 指标的变化为： 

( )( )0 0 0, 1GGW B n l n′∆ = −  

( )( ), 1,2, ,2 ,2 1i iB n l i m m= + 和圈之间 Wiener 指标的变化为： 

( )( ) ( ) ( )2 2 1
1

, , 2 1
m

GG i i i m i m
i

W B n l C m i n n n′ + − +
=

∆ = − + + +  ∑  

( )0 0,B n l 和圈之间 Wiener 指标的变化为： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2 10 0 2 3 2 1 0, , 3 2 1 2 2 2

d kGG d k d k CW B n l C W C W C d u d k n d k
+ −′ + − + −∆ = − + + + − − − − +  

由此，图的 Wiener 指标变化为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(
( ) ( ) ( ) )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 2 2 1 1

2 2 2 1 2 1 0 0

1 2 1 2 1

0 1 0
1 2 1

3 3

2 2 1
1

2

, , , , , , , , , ,

, , , , , ,

2 1 2 1

2 3 2 1
2 1

8 8

2 1
2 3 2 1

4

m m m m

m m m m

m m m

j i i m
j i m j i

m

i m i m
i

W G W B n l B n l B n l B n l

B n l B n l B n l C

n n n n n n

d k d k
m i n n n

d k
d

+ +

+ +

− + +

+
= = + + =

+ − +
=

∆ = ∆

= − − + + −

 + − + −

 
 

+ − + + + + −   


+ −
+ × +



+

∑ ∑ ∑

∑

 

( ) ( )( )0 2 2 2k n d k
− − − − + 


 

( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

1 2 1

0 0 1 0
1 2

3 3

2 2 1
1

2

0 0

2 1 2 1

2 4 2 2
2 1

8 8

2 2
2 1 2 1 2

4

m m

j i m
j i m j

m

i m i m
i

n n k n n n n

m m
m i n n n

m
n d k n

− +

+
= = + +

+ − +
=

= − − − + + −  

+ +
+ − + + + + −  

+
− × − + + − − −

∑ ∑

∑  

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )
( )( )

1 2 1

2 2 0 0
1 2 1

2
0 0 1

2
0 0

2 2 1 1

5 5 1 2 2 1 1

1 2 2 1 5 6 2 2 2

1 4 2 2 4

m m m

j i i m i
j i m j i

m

n n m i n n k n n

m m n n d k n

n d n k m m k m k

m m k m k

− +

+ −
= = + + =

+

= + − + + − − −  

+ + + + − − + − − +  
> − + − + + + + − × + −

> + − + + − +

∑ ∑ ∑

 

当
9
2
kd ≥ ，

9 34 2 0
2 2
km k d− + = − + > ，有 ( ) 0W G∆ > 。 

当 0 3l ≥ 时，该图的 Wiener 指标会不断增加。 
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当 k 是偶数时， 2d k− 为偶数，设 2 2m d k= − 。 
就如同奇数情况下，图的 Wiener 指标变化为： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(
( ) ( ) )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0 0

1 1 2 2 1 1

2 2 0 0 0, 0, 1 0, 0, 1

1 2 2

1 0 0 2 1
1 1 1 1

3 3

, , , , , , , , , ,

, , , , , ,

2 1 1 2 2

2 3 2 3 2 1 2 1
8 8

m m m m

m m l l l l

m m m m

j i m j i i m i
j i m j i i

W G W B n l B n l B n l B n l

B n l B n l v v v v C

n n n n n n m i n n

d k d k d k d k

+ +

+ +

−

+ + + −
= = + + = =

∆ = ∆

− −

 
= + − − + − + − + 

 
 + − − + − + − − + −

+ − 


∑ ∑ ∑ ∑

 

( ) ( ) ( )( )
2

0
2 1 1

2 3 2 1 2 2 2
4

d k
d k n d k




+ − − + × + + − − − − + 

  

 

( )( )

( )( ) ( )
( )( )

1 2

1 2 1
1 1 1

2
0 0

2 2 2

2 2 1 1 4 4 2 2 1

1 4 3 1

m m m

j i m j i m i
j i m j i

n n n m i n n

d k n n m m k m

m m k

−

+ + + −
= = + + =

 
> + + − + 

 
+ − + + − + + + − × +

> + − + +

∑ ∑ ∑

 

当
9
2
kd ≥ ，

94 3 3 0
2
km k d− + = − + > ，有 ( ) 0W G∆ > 。 

当 0 3l ≥ 时，该图的 Wiener 指标会不断增加。 
根据引理 7，存在一支中心扫帚树 ( ),i iB n l ，我们将它标为 ( )0 0,B n l ，从它开始将图上扫帚树顺时针依

次标为 ( ) ( )1 1 2 2, , , ,d k d kB n l B n l− − ，可以找到一支顶点数不为 0 的 ( ),i iB n l 满足： ( ) ( )0 0, max ,G i G jd u u d u u= ，

( )1 2j d k≤ ≤ − ，我们将图上扫帚树和圈上的点重新标记，将 ( ),i iB n l 记为 ( )0 0,B n l (特别地，当 1i = 时，将

中心扫帚树记为 ( )0 0,B n l )， ( )0 0,B n l 链接在圈 C 上的顶点为 0u ，从 0u 开始将圈上的顶点顺时针(或逆时针)

记为 1 2 2, , , d ku u u − ，将中心扫帚树记为 ( ),c cB n l ，保证 2
2
kd c d k− ≤ ≤ − 。 

当 ( ),c cB n l 中 ( )cl d d C< − 时，根据 ( )0 0,B n l 中 0l 的大小，分类讨论： 
情况 1：当 1i > ，且 ( )0 0,B n l 中 0 3l ≥ 或 0 0 2n l= = 时，对 ( )0 0,B n l 反复上述变化。 
情况 2：当 1i > ，且 ( )0 0,B n l 中 0 0 2n l> = 时，有： 
如果 ( )0 0,c G cl l d u u d+ + = ，对中心扫帚树 ( ),c cB n l 作一次上述变化，此时可以得到图 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 21, 0 0 1 1 2 2 2 22 1 , , , , , ,
d kd i u u u d k d kG G d C B n l B n l B n l
− +− − + − +′ = + =




，且 ( ) ( )W G W G′ > 。 

再根据引理 6，令 ( )0 0,B n l 删去边
0 00, 1 0, 2l lv v− − ，加上边

0 00, 2 0,l lv v− ，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 2, 0 0 1 1 2 2 2 22 1 , , , , , ,
d kd i u u u d k d kG G d C B n l B n l B n l
− + − + − +′′ = + =




，且 ( ) ( )W G W G′′ ′> 。根据不等式的

传递性， ( ) ( )W G W G′′ ′> ，此时 0 3l = ，回到情况 1。 
如果 ( )0 0,c G cl l d u u d+ + < ，根据引理 6，令 ( )0 0,B n l 删去边

0 00, 1 0, 2l lv v− − ，加上边
0 00, 2 0,l lv v− ，此时 0 3l = ，

回到情况 1。 
情况 3：当 1i = 且 ( )0 0,B n l 中 0 1l > 时，对 ( )0 0,B n l 作一次上述变化，可以得到图 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 21, 0 0 1 1 2 2 2 22 1 , , , , , ,
d kd i u u u d k d kG G d C B n l B n l B n l
− +− − + − +′ = + =




，且 ( ) ( )W G W G′ > 。 

再根据引理 6，令 ( )0 0,B n l 删去边
0 00, 1 0, 2l lv v− − ，加上边

0 00, 2 0,l lv v− ，可以得到 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 2, 0 0 1 1 2 2 2 22 1 , , , , , ,
d kd i u u u d k d kG G d C B n l B n l B n l
− + − + − +′′ = + =




，且 ( ) ( )W G W G′′ ′> 。根据不等式的

传递性， ( ) ( )W G W G′′ > ，反复进行该变化。 
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情况 4：当 ( )0 0,B n l 中 0 1l = 时，见引理 9，引理 8 得证。 
当 ( ),c cB n l 中 ( )cl d d C= − 时，对中心扫帚树 ( ),c cB n l 作一次上述变化，此时可以得到图 

( ) ( ) ( ) ( )( )0 1 2 21, 0 0 1 1 2 2 2 22 1 , , , , , ,
d kd i u u u d k d kG G d C B n l B n l B n l
− +− − + − +′ = + =




，且 ( ) ( )W G W G′ > ，此时回到

( )cl d d C< − 的情况。 

2.10. 引理 9 

如图 6，在引理 8 中，当 0 1n ≥ 且 0 1l = ， ( )0 0,B n l 上的悬挂点标记为
00,1 0,, , nv v ，令 

( ) ( ), , 0 1 0,1 12 1 2 1d i d iG d G d u u v u′ + = + +− ，该图 Wiener 指标增大。 
证明：根据引理 7，存在一支中心扫帚树 ( ),i iB n l ，我们将它标为 ( )0 0,B n l ，从它开始将图上扫帚树

顺时针依次标为 ( ) ( )1 1 2 2, , , ,d k d kB n l B n l− − ，可以找到一支顶点数不为 0 的 ( ),i iB n l 满足： 

( ) ( )0 0, max ,G i G jd u u d u u= ， ( )1 2j d k≤ ≤ − ，我们将图上扫帚树和圈上的点重新标记，将 ( ),i iB n l 记为

( )0 0,B n l (特别地，当 1i = 时，将中心扫帚树记为 ( )0 0,B n l )， ( )0 0,B n l 链接在圈 C 上的顶点为 0u ，从 0u 开

始将圈上的点顺时针(或逆时针)记为 1 2 2, , , d ku u u − ，将中心扫帚树记为 ( ),c cB n l ，保证 2
2
kd c d k− ≤ ≤ − 。 

 

 
Figure 6. Lemma 9 
图 6. 引理 9 
 

情况 1：当 k 是奇数时， 2d k− 为奇数，设 2 1 2m d k+ = − 。 
很明显， ( )0 0,B n l 和 ( ), , 1, ,2 1i iB n l i m= + 之间 Wiener 指标变化为： 

( ) ( ) ( )
2 1

0 0 0 1
11

, , , 2
m m

GG i i i m
ii

W B n l B n l n n n
+

′ +
==

 
 ∆ = − −
 

∑

 

( )( ), 1 1j jB n l j m≤ ≤ − 和 ( )( ), 1 2 1,i iB n l i m i j≤ ≤ + ≠ 之间 Wiener 指标的变化为： 

( ) ( )
2 1 2 1

21,
, , ,

m m

GG j j i i j i
i m ji i j

W B n l B n l n n
+ +

′
= + += ≠

 
 =
 

∆ ∑

 

( )( ), 1,2, ,2i iB n l i m=  和圈之间 Wiener 指标变化为： 

( )( ) ( ) ( )2 2
1

, , 1
m

GG i i i m i
i

W B n l C m i n n m i′ + −
=

∆ = − + + −  ∑  
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( )0 0,B n l 和圈之间 Wiener 指标变化为： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 10 0 2 2 2 1 0, , 2 1 1

d kGG d k d k CW C B n l W C W C d u d k m n
+ −′ + − + − ∆ = − + + + − + −   

由此，该图的 Wiener 指标变化有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(
( ) ( ) ( ) )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2 1 1

2 2 2 1 2 1 0 0

1 2 1

0 1 2 2
1 2 1 1

3 3

2

, , , , , , , , , ,

, , , , , ,

2 1

2 2 2 2 2 1
8 8

2 1
2 1

4

m m m m

m m m m

m m m m

j i i m i m i
j i m j i i

W G W B n l B n l B n l B n l

B n l B n l B n l C

n n n n n m i n m i n

d k d k d k

d k
d k

+ +

+ +

− +

+ + −
= = + + = =

∆ = ∆

= + − − + − + + −  

 + − − + − + −+ − 
 

+ − + + + − 


∑ ∑ ∑ ∑

 

( )0 1n m+ −

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 2 1 2 1

2 2
1 2 1 1

3 3 2

2 2

1 1

2 3 2 3 2 2 2 2
2 2

8 8 4

21
2 2

m m m m

j i i m i
j i m j i i m

n n k m i n m i n

m m m m
m

m m m mk k

− + +

+ −
= = + + = = +

> − − + − + + −

  + − + + + + − + + +  
    

− − −
> − − + = −

∑ ∑ ∑ ∑

 

当
9
2
kd ≥ ，

2

0
2

m m k−
− > ，有 ( ) 0W G∆ > 。 

情况 2：当 k 是偶数时， 2d k− 为偶数，设 2 2m d k= − 。 
与奇数情况类似，该图的 Wiener 指标变化有： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )(
( ) ( ) ( ) )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 2 2 1 1

2 2 2 2 0 0

1 2

0 2 1
1 1 1 1

3 3

0

2

, , , , , , , , , ,

, , , , , ,

2 1

2 2 2 1 2 1
1

8 8

2 1
2 1

4

m m m m

m m m m

m m m m

j i i i m i
j i m j i i

W G W B n l B n l B n l B n l

B n l B n l B n l C

n n n n m i n m i n

d k d k d k
n m

d k
d k

+ +

−

+ −
= = + + = =

∆ = ∆

= + − + − + + −  

 + − + − − + −+ − + − 
 
+ − + + + − 


∑ ∑ ∑ ∑

 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 2

2 1
1 1 1 1 1

3 3

2

2

1

2 2 2 1 2 1
8 8

2 1
2 1

4

1
2

m m m m m

j i i i m i
j i m j i i i

n n n m i n m i n

d k d k d k

d k
d k

m m k

−

+ −
= = + + = = =

> − + − + + −

 + − + − − + −+ − 
 

+ − + + + − 


− −
> −

∑ ∑ ∑ ∑ ∑
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当
9
2
kd ≥ 时，

2 1 0
2

m m k− −
− > ，有 ( ) 0W G∆ > 。 

3. 定理 1 的证明 
为了证明定理 1，我们需要刻画阶为 2 1d + ，直径为 d的单圈图的图形。令圈上的顶点数为 2 1d k+ − 。

根据结论 1，我们可以证明当
( )21

4
k

d
+

> 时，在任意阶为 2 1d + ，直径为 d 的单圈图中，具有最大的 Wiener

指标的图可以被刻画为 ( ), 2 1d iG d + ，其中 0 i k d≤ ≤ ≤ 。 

此时根据引理 7，我们可以确定一个中心扫帚树的存在。根据引理 8，我们可以知道当
9
2
kd ≥ 时，对

于任意的图 ( ), 2 1d iG G d= + 必定存在着一个具有更大 Wiener 指标的图 ( ), 1 2 1d iG G d−′ = + ，依次推理，当

0i = 时，图 G 变为圈 0 1 2 2 0dC u u u u u=  。 

因此，在阶为 2 1d + ，直径为 d 的单圈图中，具有最大 Wiener 指标的图可以被刻画为圈

0 1 2 2 0dC u u u u u=  ，即定理 1 得证。 
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