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Abstract 
This paper studies a single machine scheduling problem with truncated learning effect, where the 
actual processing time of a job depends on the position and truncation factor. Under the slack due 
date assignment, the objective is to determine the schedule of jobs and the common due date in 
order to minimize the linear weighted sum of the earliness, tardiness, common due date and total 
completion time, where the weights of the earliness and tardiness are positional weights. We 
prove that the problem can be solved in polynomial time. 
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摘  要 

研究工件加工时间具有截断学习效应的单机调度问题，其中工件的加工时间与所排位置和截断因子都有

 

 

*通讯作者。 

http://www.hanspub.org/journal/aam
https://doi.org/10.12677/aam.2020.93040
https://doi.org/10.12677/aam.2020.93040
http://www.hanspub.org


赵常霖 等 
 

 
DOI: 10.12677/aam.2020.93040 342 应用数学进展 
 

关系。在共同工期指派下，目标是确定工件的加工顺序和共同工期使得工件的提前时间、延误时间、工

期和总完工时间的线性加权和最小，其中提前时间和延误时间的权重为位置权重。证明了此问题是多项

式时间可解的。 
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1. 引言 

随着信息化时代的到来，全球制造业、供应链物流及服务业迅速发展，很多企业面临着一个共同的

问题，即如何统筹安排各部门的生产使得在现有的生产条件下获得最大的产出，调度(也称排序)理论应运

而生。在实际的生产过程中，学习效应产生的背景是工件的加工时间会随着机器(比如技术工人)熟练度的

提升等因素而使后来加工的工件实际加工时间变短(参加综述文献 Biskup [1]，Azzouz 等[2])，但工件的加

工时间不能无限的缩短，它要有一个限制，即截断学习效应。Cheng 等[3]考虑了工件具有截断学习效应

的流水作业调度问题，在两台机器环境下，他们对最大完工时间极小化问题进行了研究，给出了求解算

法。王雪茹等[4]研究了工件具有截断学习效应的流水作业调度问题，在两台机器环境下，他们对加权总

完工时间极小化问题进行了研究，此问题是 NP-难的，他们给出了分支定界算法和启发式算法来求解此

问题。Wang 等[5]研究了每个工件的学习效应都不一样的截断学习效应单机调度问题，对一些正则和非

正则目标函数，他们给出了一些结论。Wang 等[6]考虑了工件具有对数截断学习效应的流水作业调度问

题，在多台机器环境下，他们对最大完工时间和加权总完工时间极小化问题分别进行了研究，给出了求

解算法(包括分支定界算法和启发式算法)。 
上面讨论的截断学习效应问题，大多数是研究正则目标函数，即工件的费用是完工时间的非减函数，

本文将讨论非正则目标函数，即在共同工期(CON)指派下，工件加工时间具有截断学习效应的单机调度

问题，目标是确定工件的加工顺序和共同工期使得工件的提前时间、延误时间、工期和总完工时间的线

性加权和最小，其中提前时间和延误时间的权重为位置权重，并证明这个问题都是多项式时间可解的。 

2. 问题描述 

有 n 个工件 { }1 2, , , nJ J J J=  ，零时刻到达，要在一台机器上加工，且加工过程中工件不允许中断。

Wang 等[5]假设工件 iJ 排在第 h 个位置的实际加工时间为 { }max ,ia
ih ip p h b= ， , 1,2, ,i h n= 

，我们考虑

更一般的情况，即假设工件 iJ 排在第 h 个位置的实际加工时间为 

{ }max , , , 1, 2, , ,ia
ih i ip p h b i h n= =                                 (1) 

其中 ip 为工件 iJ 的基本加工时间， 0ia ≤ 为工件 iJ 的学习因子，0 1ib< ≤ 为工件 iJ 的截断因子。令工件 iJ
的完工时间为 iC ，所有工件有一个共同(CON)的工期 d。如果工件 iJ 的完工时间在工期 d 之前(之后)，则

受到提前(延误)惩罚，目标是确定一个工件序列 ( ) ( ) ( )1 2, , , nJ J Jπ π ππ  =   和 d 使目标函数 

( ) ( ) ( )0 1
1 1

,
n n

i ni i
i i

F d w C d w d w Cπ ππ +
= =

= − + +∑ ∑                             (2) 
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最小，其中 ( )iπ 表示在排序中的第 i 个位置， iw 为第 i 个位置的权重(即位置权重)， 0w 为 d 的权重， 1nw +

为总完工时间 ( )
1

n

i
i

Cπ
=
∑ 的权重。用 Graham 等[7]的三参数表示法，此问题可表示为 

( ) ( )0 1
1 1

1 | , | ,
n n

i ni i
i i

CON TLE w C d w d w Cπ π+
= =

− + +∑ ∑                           (3) 

其中，CON 表示共同工期指派，TLE 表示截断学习效应(1)。 

在工件加工时间为常数的情况下，Brucker [8]研究了问题 ( ) 0
1

1 ||
n

i i
i

w C d w dπ
=

− +∑ ，他证明了这个问题

是多项式时间可解的。下面我们研究更一般的截断学习效应调度问题 

( ) ( )0 1
1 1

1 | , |
n n

i ni i
i i

CON TLE w C d w d w Cπ π+
= =

− + +∑ ∑ 。 

3. 主要结论 

引理 1：存在一个最优工件序列，从第一个工件开始加工到最后一个工件结束，机器加工无空闲，

且第一个工件在零时刻开始加工。 
证明：与 Brucker [8]的证明方法类似，如果机器在加工工件的过程中存在空闲时间，则可以通过减

少空闲时间到 0，而使目标函数 ( ) ( ) ( )0 1
1 1

,
n n

i ni i
i i

F d w C d w d w Cπ ππ +
= =

= − + +∑ ∑ 不增加，得证。 

引理 2：对于给定的序列 ( ) ( ) ( )1 2, , , nJ J Jπ π ππ  =   ，最优的决策变量 d 等于某个工件的完工时间，即

( )kd Cπ= ，其中 k 是使不等式
1

0

k n

j j
j j k

w w
−

= =

≤∑ ∑ ，
0 1

k n

j j
j j k

w w
= = +

≥∑ ∑ 成立的某个整数。 

证明：与 Brucker [8]的证明方法类似。假设 ( ) ( )1k kC d Cπ π +< < ，则可通过调整 d，使其等于某个工件

的完工时间，从而使目标函数 ( ) ( ) ( )0 1
1 1

,
n n

i ni i
i i

F d w C d w d w Cπ ππ +
= =

= − + +∑ ∑ 不增加，得到矛盾。 

引理 3：问题 ( ) ( )0 1
1 1

1 | , |
n n

i ni i
i i

CON TLE w C d w d w Cπ π+
= =

− + +∑ ∑ 的目标函数可以写为 

( ) ( ) ( ) ( )0 1
1 1 1

,
n n n

A
i n ii i i

i i i
F d w C d w d w C pπ π ππ ϑ+

= = =

= − + + =∑ ∑ ∑ ，其中 ( )
A

ipπ 为排在第 i 个位置的实际加工时间， 

( )

( )

1

0 1
1

1

1 , 1,2, ,

1 , 1, 2, ,

i

l n
l

i n

l n
l i

w w n i w i k

w n i w i k k n
ϑ

−

+
=

+
=

 + + − + == 
 + − + = + +


∑

∑





                           (4) 

证明：假设给定最优工件序列为 ( ) ( ) ( )1 2, , , nJ J Jπ π ππ  =   和 ( )kd Cπ= ，可知 

( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0 1
1 1
1

0 1
1 1 1

1

0 1
1 1 1 1 1 1

,

            

            1

    

n n

i ni i
i i

k n n

i i nk i i k k i
i i k i

k k n i k n
A A A A

i i nl l l i
i l i i k l k l i

F d w C d w d w C

w C C w C C w C w C

w p w p w p w n i p

π π

π π π π π π

π π π π

π +
= =

−

+
= = + =

−

+
= = + = + = + = =

= − + +

= − + − + +

   = + + + − +   
   

∑ ∑

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

( )
1

        
n

A
i i

i
pπϑ

=

= ∑
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其中

( )

( )

1

0 1
1

1

1 , 1,2, ,

1 , 1, 2, ,

i

l n
l

i n

l n
l i

w w n i w i k

w n i w i k k n
ϑ

−

+
=

+
=

 + + − + == 
 + − + = + +


∑

∑





。 

由引理 3 可知 

( ) ( ) ( )
( )

( ){ }
1 1

, max ,i
n n aA

i ii i i
i i

F d p p i bπ
π π ππ ϑ ϑ

= =

= =∑ ∑                            (5) 

显然(5)式的极小化问题可以转化为指派问题。令 

{ }max ,ia
ih h i iC p h bϑ=                                      (6) 

和 

,0,
,1, i

ihx
J h

= 


如果工件 排在第 个位置

否则
                               (7) 

则调度问题 ( ) ( )0 1
1 1

1 | , |
n n

i ni i
i i

CON TLE w C d w d w Cπ π+
= =

− + +∑ ∑ 的最优调度可以用如下的指派问题得到。 

1 1
min

n n

ih ih
i h

C x
= =
∑∑                                         (8) 

s.t. 

1
1, 1,2, ,

n

ih
h

x i n
=

= =∑ 
                                     (9) 

1
1, 1,2, ,

n

ih
i

x h n
=

= =∑ 
                                    (10) 

0 ,1, 1, 2, ,ihx i h n= = 或                                    (11) 

由以上分析，可以给出问题 ( ) ( )0 1
1 1

1 | , |
n n

i ni i
i i

CON TLE w C d w d w Cπ π+
= =

− + +∑ ∑ 的解决算法。 

算法 1： 
步骤 1：根据引理 2 计算出 k 的值； 
步骤 2：根据(6)计算出 ihC ； 
步骤 3：求解指派问题(8)~(11)，得到工件的最优调度及最小的目标函数值； 
步骤 4：由 ( )kd Cπ= 得到共同工期。 

定理 1：问题 ( ) ( )0 1
1 1

1 | , |
n n

i ni i
i i

CON TLE w C d w d w Cπ π+
= =

− + +∑ ∑ 可由算法 1 解决且算法的时间复杂度为

( )3O n 。 

证明：定理的正确性由引理 1~3 和上面的分析能得到。算法 1 中步骤 1 和步骤 4 的时间复杂度分别

为 ( )O n ，步骤 2 的时间复杂度为 ( )2O n ，步骤 3 指派问题的时间复杂度为 ( )3O n ，因此算法 1 的时间复

杂度为 ( )3O n 。 
下面考虑一特殊情况，解决该调度问题的时间复杂性会降低，即特殊情况： 

( ), , 1,2, , , 0,0 1i ia a b b i n a b= = = ≤ < ≤ ，则目标函数为 

( ) ( ) ( ) { }
1 1

, max ,
n n

A a
i ii i

i i
F d p p i bπ ππ ϑ ϑ

= =

= =∑ ∑                             (12) 
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令 { }max ,a
i i i bβ ϑ= ，则 ( ) ( ) ( )

1 1
,

n n
A

i ii i
i i

F d p pπ ππ ϑ β
= =

= =∑ ∑ ，由 Hardy 等[9]得，式子 ( )
1

n

i i
i

pπβ
=
∑ 的最小值，能够

通过两个序列{ }iβ 和 ( ){ }ipπ 的相反序列匹配得到。 

由(12)和上面分析，问题 ( ) ( )0 1
1 1

1 | , |
n n

i ni i
i i

CON TLE w C d w d w Cπ π+
= =

− + +∑ ∑ 的特殊情况 

, , 1,2, ,i ia a b b i n= = =  ，可由下面的算法解决。 
 

算法 2： 
步骤 1：根据引理 2 计算出 k 的值； 
步骤 2：计算出 { }max ,a

i i i bα ϑ= ； 
步骤 3：按照最小的 iβ 与最大的 ip 匹配，第二小的 iβ 与第二大的 ip 匹配，依次进行下去，直到结束，

从而求得工件的最优调度及最小的目标函数值； 
步骤 4：由 ( )kd Cπ= 得到共同工期。 

定理 2：问题 ( ) ( )0 1
1 1

1 | , , , |
n n

i i i ni i
i i

CON TLE a a b b w C d w d w Cπ π+
= =

= = − + +∑ ∑ 可由算法 2 解决且算法的时

间复杂度为为 ( )logO n n 。 

证明：算法 1 中步骤 1，2 和步骤 4 的时间复杂度分别为 ( )O n ，步骤 3 的时间复杂度为 ( )logO n n ，

因此算法 2 总的时间复杂度为 ( )logO n n 。 
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