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Abstract 
In this paper, we investigate the entanglement of tetrapartite GHZ state by using the von Neumann 
entropy in noninertial frames. We assume that the observers are in an environment without any 
noise and we study the entanglement when 1~4 observers are accelerated with respect to others. 
It is found that the von Neumann entropy of the system increases with the increasing acceleration 
parameter. 
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摘  要 

本文通过利用冯诺依曼熵来研究非惯性系下的四体GHZ量子态的纠缠演化。本文假设非惯性系中的观察

者是处于没有任何噪声的环境中，从而研究了当1至4个观察者加速时，其纠缠的演化关系，最后得到四

体系统的冯诺依曼熵会随加速度的增大而增大。 
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1. 引言 

量子纠缠是量子信息中的重要资源，它在许多量子信息处理任务中起到了重要的作用，例如量子通

信，量子隐形传态，以及量子计算的各种任务等[1] [2] [3] [4]。正是因为这样，人们越来越关注量子纠缠

的各种性质。为了量化量子的纠缠，人们提出了几种度量的方式，如冯诺依曼熵，对数负度，剩余纠缠

等等。近些年来，人们已经将惯性系下的量子纠缠的研究推广到非惯性系的框架，并且在非惯性系下探

究了多体量子系统的纠缠。 
对于在非惯性系中的多粒子态的量子纠缠研究，人们也会利用冯诺依曼熵来研究 W 态量子态的纠缠

演化[5] [6] [7]。因为其他的度量方式的计算都是比较难的，而冯诺依曼熵这种度量方式的计算比较简单。

如今人们也研究了非惯性系中 GHZ 态的纠缠变化，但是人们还没利用冯诺依曼熵来研究 GHZ 态的量子

纠缠变化。 
本文将利用冯诺依曼熵研究四体 GHZ 态在非惯性系下的纠缠变化。我们假设非惯性系中的观察者是

处于没有任何噪声的环境中的，从而研究当 1 至 4 个观察者加速时，其纠缠的演化关系，最后通过数值

分析以及图像的趋势而得到四体系统的冯诺依曼熵会随加速度的增大而增大。 

2. 基本概念与知识 

首先介绍冯诺依曼熵这种纠缠度量的定义，它在某些文献中也被称为部分熵纠缠度。对于一个最简

单的由两个子系统 A 和 B 组成的两体纯态 ABψ ，其冯诺依曼熵 ( )AS ρ 可以定义为[8] [9] [10] 

( ) ( )= logA A AS Trρ ρ ρ−                                  (1) 

其中 Aρ 表示子系统 A 的约化密度矩阵，其数学定义可以被认为是对两体态进行部分求迹后而得到的约化

密度算符 

( )A B AB B ABTr Trρ ρ ψ ψ= =                               (2) 

如果将约化密度矩阵 Aρ 的本特征值 iλ 求出来，那么式子(1)可以写成 

( ) logA i i
i

S ρ λ λ= −∑                                   (3) 

其中 0iλ > 是量子态 Aρ 的本特征值。由于 A 和 B 的总体系处于纯态，利用纯态的 Schmidt 分解，我们可

知 ( ) ( )A BS Sρ ρ= ，从而得到 A 或 B 任何一个系统的冯诺依曼熵就是部分熵纠缠度。以上定义可以推广

到 N 体系统。 
接下来介绍 Minkowski 坐标系和 Rindler 坐标系之间的转换。在非惯性系下，Rindler 坐标适合描述

一类具有均匀加速的观察者，而另一个保持惯性系的观察者可以用 Minkowski 坐标描述。利用 Alsing 等

提出的单模近似，可以把 Minkowski 空间中的费米系统真空态 0 写成[11] 
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0 cos 0 0 sin 1 1M r r= +
Ⅰ Ⅱ Ⅰ Ⅱ

                             (4) 

将单粒子激发态 1 写成[11] 

1 1 0M =
Ⅰ Ⅱ

                                     (5) 

其中 ( ) 1 22cos e 1wc ar
−− π= + ，指数形式中的常数式子中的 w，c，a 分别代表 Dirac 粒子的频率，真空中的 

光速和观察者的加速度，加速度参数 r 的范围是在 0 4r≤ ≤ π ，其对应的加速度范围是0 a≤ ≤ ∞。而下

标 I 和 II 分别代表 Rindle 坐标的区域一和区域二。在 Rindler 时空中，如果加速观察者处在 I 区域，那么

他就不能获得 II 区域的信息，因此一个加速观测者是不能够获取整个时空的信息。  

3. 非惯性系中四体 GHZ 态的纠缠 

根据量子纠缠的定义，在两量子态中，相对应的最大纠缠态为 Bell 态，而在四量子态中，相对应的

最大纠缠态为 GHZ 态，它被表示为 

1= 0000 + 1111
2ABCDGHZ                                 (6) 

其中 A 表示观察者 Alice，B 表示观察者 Bob，C 表示观察者 Charlie，D 表示观察者 Daniel。 

3.1. 一个观察者加速 

首先考虑只有 Alice 观察者以加速参数 r 加速时，那么利用式子(4)和(5)，则式子(6)就变成 

1 cos 0 0 000 sin 1 1 000 1 0 111
2A A BCD A A BCD A A BCD A A BCDGHZ r r

Ι ΙΙ Ι ΙΙ Ι ΙΙ Ι ΙΙ
 = + +   

其中 AΙ和 AΙΙ分别表示为观察者 Alice 在 I 区域和 II 区域加速。由于在非惯性系里，一个加速观察者不能

够获取整个时空的信息，也就是在 Rindler 时空中，如果加速观察者处在 I 区域，那么他就不能获得 II
区域的信息。现在我们通过对 II 区域求迹，就可以得到此时被四个观察者共享的量子态，如下： 

2

2

1 1111 1111 0000 cos 0000 0000
2
sin 1000 0000 cos 0000 1111 1111 0000

A BCD r

r r

ρ
Ι

= + +

+ + + 

 

经过一些计算，我们可以得到关于 A BCDρ
Ι

这个密度矩阵的特征值： 

( ) ( ) ( )
2

1 221 1 cossin , , 0, 3, ,16.
2 2 2

jrr jλ λ λ= = + = =   

基于这些特征值，运用式子(3)，从而得到此时被四个观察者共享的量子态的冯诺依曼熵，即 

( ) ( )
2

2 2 2
2 2

1 1 1 cossin log sin 1 cos log
2 2 2 2A BCD

rS r r rρ
Ι

   = − + + +   
    

 

从图 1 我们可以看出，冯诺依曼熵 ( )A BCDS ρ
Ι

随着加速参数 r 的增大而逐渐增加，即 AΙΙ与 A BCDΙ 之

间的纠缠度逐渐增加。并且我们从图像可知当
4

r π
→ 时，它的最大值为 0.8113。 

3.2. 两个观察者有加速度 

假设观察者 Alice 和 Bob 都进行加速时，利用式子(4)和(5)，那么初始 GHZ 态转变为 
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Figure 1. Curve: The ( )A BCDS ρ
Ι

 as a function of the parameters r 

图 1. 冯诺依曼熵 ( )A BCDS ρ
Ι

随加速参数 r 变化的情况 

 
1 sin sin 1 1 1 1 00
2
sin cos 1 1 0 0 00

cos sin 0 0 1 1 00

cos cos 0 0 0 0 00

1 0 1 0 11

a bA A B B CD A A B B CD

a b A A B B CD

a b A A B B CD

a b A A B B CD

A A B B CD

GHZ r r

r r

r r

r r

Ι ΙΙ Ι ΙΙ Ι ΙΙ Ι ΙΙ

Ι ΙΙ Ι ΙΙ

Ι ΙΙ Ι ΙΙ

Ι ΙΙ Ι ΙΙ

Ι ΙΙ Ι ΙΙ

= 

+

+

+

+ 

 

其中 ar 和 br 分别表示为观察者 Alice 和 Bob 的加速参数。类似上面的算法，因为可以接收到的有物理意

义的信息都在 I 区域，而 II 区域与观察者是无关联的。通过对 II 区域求迹，可以得到 

( )

2 2 2 2

2 2 2 2

1 sin sin 1100 1100 sin cos 1000 1000
2

cos sin 0100 0100 cos cos 0000 0000

cos cos 0000 1111 1111 0000 1111 1111

A B CD a b a b

a b a b

a b

r r r r

r r r r

r r

ρ
Ι Ι

= +

+ +

+ + + 

 

接下来我们运用冯诺依曼熵来计算这个这个系统的纠缠度。第一种情况是假设观察者 Alice 和 Bob
的加速参数相同，即 a br r r= = ，那么上面的式子就会变为 

4 2 2

2 2 4

2 2

1= sin 1100 1100 sin cos 1000 1000
2

sin cos 0100 0100 cos 0000 0000

cos 0000 1111 1111 1111 cos 1111 0000

A B CD r r r

r r r

r r

ρ
Ι Ι

 +

+ +

+ + + 

 

通过计算，我们可以得到它的冯诺依曼熵为 

https://doi.org/10.12677/pm.2020.104033


钟海梅 
 

 
DOI: 10.12677/pm.2020.104033 258 理论数学 
 

( ) ( )

( )

( )

2 4
2 4

2

4 2
4 2

2

4
4

2

1 cos cos2 cos cos log
2 2

cos 2cos 1cos 2cos 1 log
2

cos 1cos 1 log
2

A B CD
r rS r r

r rr r

rr

ρ
Ι Ι

  −
= − −  

 
 − +

+ − +  
 
 +

+ +  
 

 

第二种情况是假设观察者Alice和Bob的加速参数不相同，即 a br r≠ ，利用式子(4)和(5)以及经过计算可得

其密度矩阵的特征值为 

( )

( )

( )

( )

( )

2 2
1

2 2 2
2

2 2 2
3

2 2 2 2
4

cos cos 1
2 2

cos cos cos
2 2

cos cos cos
2 2

cos cos cos cos 1
2 2 2 2

0, 5, ,16

a b

a a b

b a b

a b b a

j

r r

r r r

r r r

r r r r

j

λ

λ

λ

λ

λ

= +

= −

= −

= − − +

= = 

 

利用式子(3)，我们可得其冯诺依曼熵。第三种情况是令加速参数 ar 取特殊值0.5。对于这三种情况，我们

作出了其纠缠随加速参数变化的图像。通过图2可知，冯诺依曼熵 ( )A B CDS ρ
Ι Ι

随着加速参数r的增大而逐渐

增加，即 A BΙΙ ΙΙ 与 A B CDΙ Ι 之间的纠缠度逐渐增加。由图2的(a)和(b)可知，它们的最大值都是1.5488。在图

2的(c)中，三条曲线的趋势都是一致的，当 ar 的值一定时，其纠缠都是随着加速参数r的增大而逐渐增加。 
 

 
(a) 
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(b) 

 
(c) 

Figure 2. Curve: (a) The ( )A B CDS ρ
Ι Ι

 as function of the acceleration parameters ( )a br r ; (b) The 

( )A B CDS ρ
Ι Ι

 as function of the acceleration parameters ar  and br ; (c) The ( )A B CDS ρ
Ι Ι

 as a 

function of acceleration parameter br  for some given ar  

图2. (a) ( )A B CDS ρ
Ι Ι

随加速参数 ar 或 br 变化的情况；(b) ( )A B CDS ρ
Ι Ι

随加速参数 ar 和 br 变化的

情况；(c) 给定 ar 一个值， ( )A B CDS ρ
Ι Ι

随加速参数 br 变化的情况 

3.3. 三个观察者加速 

现在我们研究三个观察者 Alice，Bob 以及 Charlie 都有加速度，重复上面的操作，对 II 区域求迹，
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最后得 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

1 sin sin sin 1110 1110 sin sin cos 1100 1100
2

sin cos sin 1010 1010 sin cos cos 1000 1000

cos sin sin 0110 0110 cos sin cos 0100 0100

cos cos sin 0010 001

A B C D a b c a b c

a b c a b c

a b c a b c

a b c

r r r r r r

r r r r r r

r r r r r r

r r r

ρ
Ι Ι Ι

= +

+ +

+ +

+ 2 2 20 cos cos cos 000 0000

cos cos cos 0000 1111 cos cos cos 1111 0000 1111 1111
a b c

a b c a b c

r r r

r r r r r r

+

+ + +

 

在这一小节中，我们考虑的第一种情况是观察者 Alice，Bob 以及 Charlie 的加速参数相同，即

a b cr r r r= = = ，那么上面的式子可以写为 

6 4 2

4 2 2 4

2 4 4 2

6 3

2 4 3

1 sin 1110 1110 sin cos 1100 1100
2

sin cos 1010 1010 sin cos 1000 1000

cos sin 0110 0110 cos sin 0100 0100

cos 0000 0000 cos 0000 1111

sin cos 0010 0010 cos 1111 0000 1111 1111

A B C D r r r

r r r r

r r r r

r r

r r r

ρ
Ι Ι Ι

= +

+ +

+ +

+ +

+ + + 

 

经过计算，我们所得的特征值为 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

( )

( )

4 6
1 2 3

2 6
4 5 6 4

6
7

4 2 6
8

cos cos
2 2

cos coscos
2 2

cos 1
2 2

3cos 3cos cos 1
2 2 2 2

0, 9, ,16j

r r

r rr

r

r r r

j

λ λ λ

λ λ λ

λ

λ

λ

= = = −

= = = − +

= +

= − − +

= = 

 

我们考虑的第二种情况是观察者 Alice 和 Bob 的加速参数相同，而与观察者 Charlie 的加速参数不同，即

a b cr r r= ≠ ，经过类似的计算，我们也计算出这个情况的特征值，如下 

( ) ( )

( )

( )

( )

2 2 4 2
1 2

4 2
3

4 4 2
4

2 2 2 4 2
5

cos cos cos cos
2 2

cos cos 1
2 2

cos cos cos
2 2

cos cos cos cos cos
2 2 2

a c a c

a c

a a c

c a c a c

r r r r

r r

r r r

r r r r r

λ λ

λ

λ

λ

= = −

= +

= −

= − +

 

( ) ( )

( )

( )

2 4 2 2 4 2
6 7

4 2 2 2 2 4 2
8

cos cos cos cos cos cos
2 2 2 2

cos cos cos cos cos cos cos 1
2 2 2 2 2 2

0, 9, ,16

a a a c a c

a a c a c a c

j

r r r r r r

r r r r r r r

j

λ λ

λ

λ

= = − − +

= − − + − +

= = 
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除此之外，我们还会考虑第三种特殊情况，令观察者Alice的加速参数取定值，即 0.5ar = 。由于这三

种情况的冯诺依曼熵的表达式太冗长，所以没有写出来。对于这三种情况，我们作出了其纠缠随加速参

数变化的图像。通过图3可知，冯诺依曼熵 ( )A B C DS ρ
Ι Ι Ι

随着加速参数r的增大而逐渐增加，即 A B CΙΙ ΙΙ ΙΙ 与

A B C DΙ Ι Ι 之间的纠缠度逐渐增加。由图3的(a)和(b)可知，它们的最大值都是2.2169。在图3的(c)中，当 ar 的

值一定时，它的最大值是2.0086。 
 

 
(a) 

 
(b) 
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(c) 

Figure 3. Curve: (a) the ( )A B C DS ρ
Ι Ι Ι

 as function of the acceleration parameters r; 

(b) the ( )A B C DS ρ
Ι Ι Ι

 as function of the acceleration parameters ( )a br r  and cr ; (c) 

( )A B C DS ρ
Ι Ι Ι

 as a function of acceleration parameter br  and cr  for 0.5ar =  

图3. (a) ( )A B C DS ρ
Ι Ι Ι

随加速参数r变化的情况；(b) ( )A B C DS ρ
Ι Ι Ι

随加速参数 ( )a br r

和 cr 变化的情况；(c) 当 0.5ar = 时， ( )A B C DS ρ
Ι Ι Ι

随加速参数 br 和 cr 变化的情况 

3.4. 四个观察者都有加速度 

最后，我们将研究所有观察者都有相同的加速度的情况。对所有 II 区域求迹后，得到 I 区域中的约

化密度算符为 

8 4 6 2

6 2 4 4 6 2

4 4 4 4 2 6

6 2 4

1 cos 0000 0000 cos 0000 1111 cos sin 0001 0001
2

cos sin 0010 0010 cos sin 0011 0011 cos sin 0100 0100

cos sin 0101 0101 cos sin 0110 0110 cos sin 0111 0111

cos sin 1000 1000 cos s

A B C D r r r r

r r r r r r

r r r r r r

r r r

ρ
Ι Ι Ι Ι

= + +

+ + +

+ + +

+ + 4 4 4

2 6 4 4 2 6

2 6 8 4

in 1001 1001 cos sin 1010 1010

cos sin 1011 1011 cos sin 1100 1100 cos sin 1101 1101

cos sin 1110 1110 sin 1111 1111 cos 1111 0000

r r r

r r r r r r

r r r r

+

+ + +

+ + + 

 

同理，我们能算出其特征值和冯诺依曼熵。我们作出了其纠缠随加速参数变化的演化图象。通过图

4可知，很明显地，我们可以看出，冯诺依曼熵 ( )A B C DS ρ
Ι Ι Ι Ι

随着加速参数 r的增大而逐渐增加，即 A B C DΙΙ ΙΙ ΙΙ ΙΙ  

与 A B C DΙ Ι Ι Ι 之间的纠缠度逐渐增加。并且我们从图象可知当
4

r π
→ 时，它的最大值为 2.6714。 
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Figure 4. Curve: the ( )A B C DS ρ
Ι Ι Ι Ι

 as a function of the parameters r 

图 4. 冯诺依曼熵 ( )A B C DS ρ
Ι Ι Ι Ι

随加速参数 r 变化的情况 

4. 总结 

本文利用冯诺依曼熵研究非惯性系下四体 GHZ 态的纠缠演化。本文假设非惯性系中的观察者是处于

没有任何噪声的环境中，从而研究了当 1 至 4 个观察者加速时，其纠缠的演化关系。主要是先假设观察

者加速的数量，再根据 Rinder 坐标，利用对 II 区的求迹得到系统的密度矩阵，最后利用冯诺依曼熵这种

度量的公式，从而通过数值分析以及图像的趋势得到四体系统的冯诺依曼熵会随加速度的增大而增大， 

同时也求出当
4

r π
→ 时，其所得到的最大值。 
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