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Abstract 
“Mathematical analysis” is a basic discipline of mathematics. In the process of its production and 
development, it has been closely connected with various application problems. Modeling ideas can 
design teaching according to practical problems, which not only can improve students’ learning 
interest, but also help to cultivate students’ innovative research ability. Moreover, the expansion 
of each stage in the modeling process can bring different levels of students reward. This article 
takes the curvature as an example to study the application of modeling ideas in the “mathematics 
analysis” hierarchical teaching. 
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摘  要 

“数学分析”是数学专业的一门基础学科，它在产生和发展的过程中，一直是和各种各样的应用问题紧

密相连的。建模思想是可以根据实际问题来设计教学，不仅能提高学生的学习兴趣，更有助于培养学生

的创新研究能力，而且建模过程中每阶段的拓展能给不同层次的学生带来不同的收获。本文以曲率为例，

研究建模思想在“数学分析”教学中的应用。 
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1. 引言 

目前，高等教育正朝着普及化的方向发展，进入同一所大学学生的学习能力与扩招之前相比有很大

的差距。同时，经过高中阶段“魔鬼刷题式”的训练后，很多学生已经没有了对数学的好奇和渴望。而

《数学分析》这门课程是数学专业本科生最重要的基础课之一，具有知识点多而难的特点。学生缺少学

习兴趣，不愿深入思考，学习主动性差，再加上课程本身的特点，使得“数学分析”教学面临着严峻的

挑战。显然，传统的讲授式的教学方式已经不适合今天的大学生了。为此，专家们也对大学数学的学习

提出了很多教学改革的方法和手段，包括线上线下相融合的教学实践，分流学习讨论和多媒体的有效利

用和项目教学法得实施等等[1] [2] [3]，另外针对《数学分析》课程的教学改革也是层出不穷[4] [5] [6] [7] 
[8]，但是授课内容还是完全依照讲义居多。所以，现存的“数学分析”的教学方法还是重视理论而忽视

了应用。而真正能引起学生兴趣的恰恰是来自于生活和工作的实际应用。学生只有学以致用，才能学得

认真，学得深入。 
教学方法中融入建模思想能引起学生的好奇心，激发其解决问题的欲望，从而能认真有效地学习必

要的知识点。同时，如果要使建模问题得到解决，还需要很多拓展知识和研究能力。可以鼓励一部分有

能力学生完成建模，形成论文，培养其解决问题和做研究的能力。因此，建模教学思想的应用弥补了传

统教学方法的不足，值得推广。 

2. 建模思想在教学中的应用案例分析 

建模教学思想是以工程、生活或工作中出现的实际问题为出发点，引起学生的学习兴趣。在建模问

题的选取时，要注重与教学内容中的知识点的结合紧密度。课程的设计要科学合理，教学目标既要注重

面对全体学生的知识点传授，还要注重对部分学生的创新能力和科研能力的培养。 
教学中融入建模思想不仅能提高学生的学习兴趣，让学生学会知识并认识到这些知识对以后的学习

和工作的作用，还能培养学生的科研能力，满足课上“吃不饱”学生的需求。下面，我们以知识点“曲

率”为例，展示一下建模教学思想在“数学分析”教学中的应用。 

2.1. 确定建模问题 

建模问题的选择非常广泛，可以是历年省级、国家级和美国建模竞赛试题，也可以是工程上或生活

中遇到的实际问题，还可以是老师们的科研项目中的子问题。所确定的建模问题，必须和即将要学习的

知识点紧密相关。本节课选择工程中的实际问题。火车或地铁的每两节车厢之间是靠硬连接连接的，而

在硬连接的两侧分布着提供电力的连接电缆(软连接)，如图 1 和图 2 所示。 
由于列车在行驶过程中会发生转弯和上下坡等运动，导致电缆线的弯曲状态会随之发生改变。因此，

对电缆长度的范围就要有一定的要求。我们以节约成本为前提，在满足使用的条件下，找到电缆线的最
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佳长度。 
选择本建模问题有以下三方面的原因：1) 问题贴近生活，容易引起学生解决问题的兴趣；2) 本问题

来源于教师的科研课题，易懂难解，有助于培养学生的研究能力；3) 本问题最终转化为线性规划问题，

该思想被广泛应用在各个科学领域，扩大了学生的知识面。 
 

 
Figure 1. Top view  
图 1. 俯视图 

 

 
Figure 2. Side view 
图 2. 侧视图 

2.2. 将建模问题融入到课堂的教学设计当中 

将上述求两节车厢中电缆线长度问题作为引例融入到课堂教学设计中。引例：地铁在行走的时候都

会经过弯路，两节车厢之间不仅有硬连接，还有软连接(里面布满了电缆线)，当火车或地铁转弯时，外侧

的电缆线容易拉断，内侧的电缆线会被压弯，这样容易触碰到地面，那么电缆线(软连接)的长度在什么范

围内比较合适呢？ 
分析：给出转弯状态的俯视图和被挤压一侧的电缆线示意图，如图 3 和图 4。根据现场考察，电缆

线并不是锁链，而是一个较粗的胶皮管，因此当两端被挤压到一定程度时，电缆线的形状会由图 4 中的

(a)形状向(b)形状转变，(b)形状最低端和连接处圆弧的大小取决于电缆线的最大弯曲程度(曲率)。由此引

出曲率的定义。 
 

 
Figure 3. Top view of turn 
图 3. 转弯俯视图 
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                                    (a)                                  (b) 

Figure 4. Inside cable side view 
图 4. 内侧电缆线侧视图 

 
实际上，建模问题可以作为引例，在交代知识点之前提出，也可以作为总结知识点时提出，说明该

知识点在哪些问题上有所应用。本建模问题首先作为引例引出“曲率”，说明曲率的重要作用，之后又

作为“曲率”应用问题得到解决，使得整个教学过程首尾呼应，浑然一体。 

2.3. 完成知识点教学 

1) 曲率是描述曲线弯曲程度的量。如图 5 中，不同曲线或同一曲线在不同位置的弯曲程度是不一样

的。 
 

 
Figure 5. Bending degree diagram 
图 5. 弯曲程度示意图 

 

 
Figure 6. Same arc length, different bending 
图 6. 弧长相同，弯曲程度不同 
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Figure 7. Same tangent angle, different bending 
图 7. 切线转角相同，弯曲程度不同 

 
2) 当弧长相同时，曲率的大小与切线的转角 α∆ 成正比。如图 6 所示，转角 α∆ 越大，曲线越弯曲。 
3) 当转角相同时，曲率的大小与曲线的弧长 s∆ 成反比。如图 7 所示，弧长 s∆ 越小，曲线越弯曲。 
4) 由此可以推导出曲率的定义及计算公式为 
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对于直线来说 
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这就是说，直线上任意点 M 处的曲率都等于零，这与我们直觉认识到的“直线不弯曲”一致。设圆

的半径为 R，由图 8 可见在点 M、M’处圆的切线所夹的角 α∆  
等于中心角 MDM’，但 MDM s α′∠ = ∆ ，于是 
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Figure 8. Arc diagram 
图 8. 圆弧示意图 

 
该部分是必须完成的教学任务，主要交代清楚“曲率”的定义和计算，引导学生思考，对于电缆线，

怎样求出某个形状下的曲率呢？如果求出曲率之后，怎样将求得的结果应用到电缆长度的确定上呢？ 

2.4. 培养学生的研究能力 

教学模式由封闭式向开放式转变，以学生为主体，解决问题。通过线上或线下的方式给学生进一步
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分析所提出的建模问题，介绍所涉及的相关知识点，为问题的解决给与一定的技术支持，鼓励有能力，

有想法的学生做进一步更深入的研究。这一部分的完成培养了一部分学生的科研能力和热情，从培养角

度达到了层次教学的目的。具体步骤如下： 
1) 教师指导。提示学生应按列车行驶状态分情况进行分析。以“最小成本”为主要目的，决定了该

问题应该用优化方法求解。 
2) 经过教师指导，学生分析，得到如下解决方案： 

2.4.1. 三种静态状态分析 
(i) 转弯状态 
假设电缆线的长度为 L，列车的转弯半径为 R，则列车外侧电缆会被拉的稍直，所以我们必须要求

L D≥ ，其中 D 为列车转弯时，外侧电缆两个端点之间的距离(如图 9)。 
列车内侧电缆由于挤压其弯曲程度要变大，令 d 为列车转弯时，内侧电缆两个端点之间的距离。由

电缆线的状态，启发学生联想到柔软、不能伸长的绳子悬挂于两点的形状满足悬链线方程 

( ) ch xf x a
a

=  

而电缆的硬度要高于柔软的绳子，所以悬挂于两点之间的电缆线的弯曲程度要小于悬链线的弯曲程

度，即电缆线的最低点要稍高于悬链线的最低点。 
 

 
Figure 9. Top view of turning state 
图 9. 转弯状态俯视示意图 

 

 
Figure 10. Schematic diagram of cable L shape 
图 10. 电缆线 L 形状示意图 
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由此，只要要求 L S≤ 悬 即可，其中 S悬 是挂在内侧电缆两端点之间的悬链线的长度，通过弧长公式

即可得到悬链线的长度 S悬。利用三角变换启发学生建立 D 和 d 与 wh ， lh 和 R 的函数关系模型，如下： 

( )
( )

2 2 2 2

2 2 2 2

4 4

4 4

w l l

w l l

D l h l R h h R l

d l h l R h h R l

= + − + −

= − − + −
 

最终得到 L 应满足三个条件： 

(a) L D≥ ；(b) L S≤ 悬 ；(c) ch
2
dh a
a

= ， 370a ≥ 。 

在此情况下 L 的精确长度应该由五部分组成，如图 10 所示。我们得到 

1 2 32 2L L L L= + +  

而 1 3,L L 可以通过电缆线的达到最大弯曲程度时的曲率计算出来， 2L 可以用悬链线近似代替。 
(ii) 爬坡状态 
假设列车正沿着坡角为α 的坡度向上或向下行驶。则我们以坡面为 x 轴建立直角坐标系。不难看出，

若 L 满足上一状态的条件，这一状态也必然能够满足。 
(iii) 过山包状态 
当前一节车厢处于下坡状态，后一节车厢处于上坡状态时，我们称之为过山包状态。我们近似的将

山包看成突起的球面，设球面的半径为 r，则两节车厢则运动在突起的弧面上，此时两车厢的底面都将与

弧面相切。为了使电缆线最低点高出底面 350 mm (实际要求距离)以上，我们要要求 

370a r′≥ +                                       (1) 

为此，我们要计算出 r′的值。经过引导学生画图分析，即可求得 

( ) ( )
( )

22 2

22

2 4
1

4
l l

l

r h h r h l h l
r r

h r h

 + + + − − ′ = −
 + +
 

 

由此可见，当 r → +∞，即底面趋于平面时有 0r′ → ，此时(1)式便为 370a ≥ ，与状态(i)中的条件项

符合。 
以上分析问题、解决问题的过程锻炼了学生的多项能力。分情况讨论，培养了学生严谨的逻辑思维

能力；悬链线的引入和长度计算，培养了学生知识点应用和计算能力；过山包状态的分析，培养了学生

的创新能力。 

2.4.2. 建立模型 
根据以上三种静态状态的分析结果，我们可以将求电缆线长度 L 的问题归结为求解下面线性规划问

题： 

1 2 3min 2 2
s.t.

ch
2

370

L L L L
L D
L S

dh a
a

a r

= + +

≥
≤

=

′≥ +

悬  

上述问题可以通过有效的优化方法进行求解。最后根据实际测量的数据算得的结果大概在 12 m 到
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13 米之间。 
当学生最终将问题转化为上述线性规划问题时，还要经过学习文献资料才能得到具体的解决方法，

而且还要用到 Matlab 程序设计等技能。整个过程培养了学生的科学研究能力，为各种竞赛和学术研究打

下基础。 

3. 结束语 

《数学分析》教学中引入建模思想，不仅提高了学生的学习兴趣，更使学生对知识点的理解更加的

深刻。实践结果显示，能最终成功解决问题的学生大概在 20%左右，这部分学生的学习总结能力、科学

研究能力都得到了充分的锻炼，不仅有机会成功申请大学生创新计划，而且在数学建模竞赛和数学竞赛

中也取得了好的成绩，更是为研究生阶段打下了良好的基础。 
信息化时代已经来临，固守传统的教育模式不再能收到预期效果，我们要与时俱进，不断地追求和

探索新时代的教学方法和教学改革，为培养基础扎实的创新型人才而努力。通过建模教学在“数学分析”

教学中的实施，不仅激发了学生的学习兴趣，提高学习效率，拓宽了学生的知识面，更加培养了学生的

创新能力和解决问题的科研能力，给“吃不饱”的学生一个充分的发展空间，为将来的研究工作打好基

础，达到了层次化教学的目的。 
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