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Abstract 
Gauss white noise was added into the nonlinear HCV model, nonlinear differential equations were 
established, and the original equation was reduced to a two-dimensional 𝑰𝑰𝑰𝑰𝒐𝒐� differential equa-
tion by applying the theorem of stochastic central manifold and the correlation theorem of sto-
chastic average method. Then, the maximum Lyapunov index and singular boundary theory are 
applied to analyze the local stochastic stability and global stochastic stability of the stochastic sys-
tem respectively, and the stability conditions are obtained. The dynamic bifurcation and pheno-
menological bifurcation behavior of systems are studied by using stochastic average method for 
quasi-integrable Hamiltonian systems. Finally, the numerical simulation shows that the infection 
rate of HCV epidemic will change obviously under the influence of noise. 
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摘  要 

在HCV模型中加入高斯白噪声，建立带有随机激励的非线性微分方程组，应用随机降阶和随机平均法相

关定理将原方程化为二维的伊藤微分方程。然后，本文应用最大Lyapunov指数和奇异边界理论分析了该

随机系统平凡解的局部和全局稳定性，得到了相应的稳定性条件；利用Hamilton理论中的随机平均法，
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对HCV系统的动态分岔和唯象分岔行为做了研究。最后，通过数值模拟得到HCV流行病在噪声的影响下

传染速率会有明显的变化。 
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1. 引言 

丙型肝炎病毒(HCV)是引起肝脏疾病的主要因素，会导致肝炎疾病的发生。估计这种慢性疾病的全球

流行率已达到7100万。约60%~80%被HCV感染的患者会进展为慢性阶段，而其余患者在急性感染后可自行

恢复。约15%至30%的慢性病发展为肝硬化和肝细胞癌。HCV入侵宿主后，会进入血小板，它的一些RNA
会残留在血小板。此外，它可以引起血小板的自身免疫反应。文献[1] [2]中的模型能够解释HCV感染过程

中T淋巴细胞(CTL)和免疫应答的联系。在文献[3]中，通过对复杂的HCV模型研究得到了树突状细胞(dc)和
CTL的作用。另外，在病毒感染过程中通过对非细胞溶解治疗，HCV的自发清除也被纳入。最近，在文献

[4]中研究了一个在无限空间传播延迟的非局部反应扩散HCV模型，以用来探究高迁移率基团盒1 (HMGB1)
在阻断病毒离子方面的作用。文献[5]研究了乙型肝炎病毒(HBV)和乙型肝炎表面抗原(HBsAg)之间抗体对其

的阻断作用。文献[6]研究了病毒和细胞传播和细胞介导免疫反应对于一般病毒动力学模型的影响。 
文献[7]提出了一类传染病数学模型，其主要研究了病毒到细胞和细胞到细胞传播以及抗体应答在感

染肝细胞非细胞溶解治疗中的影响。分析了该模型，讨论了确定性环境下细胞间传播和治愈率的影响。

然而，由于病毒的随机行为和免疫系统的复杂性，确定性模型并不能提供对病毒动力学的充分理解。由

于温度、湿度等环境参数的随机波动，在文献[8] [9]中提出并分析了几种基于随机方法的传染病流行模型。

为了在模型分析中引入随机性，通常使用不同的方法，如参数摄动和连续时间马尔可夫链，以及加入相

关的噪声。如今对于流行病的随机分析[10]的研究仍然很少，尤其对于丙型肝炎病毒的研究更少。 
本文工作在于对HCV动力学的随机建模。因此，参考先前发表的HCV动力学确定性模型[7]，在此基

础上加入白噪声对系统进行随机激励分析。首先，将带有激励的HCV模型利用降阶和平均法理论进行降

阶；然后，对其平凡解的稳定性进行研究。最后，模拟分岔图验证理论的有效性。 

2. 模型介绍 

常见的流行病模型有 SIR 模型和 HIV 模型，除此之外，HCV 模型的动力学行为也十分丰富。基于确

定性的 HCV 模型： 
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方程中 , ,T I V 和 Z 分别代表未感染肝细胞、感染肝细胞、病毒和 b 细胞的密度。这里假设 λ 是未受

感染的肝细胞固定的繁殖速率， 1d 是未受感染的肝细胞的自然死亡速率。假设 1β 是未感染肝细胞被病毒

感染的速率， 2β 是被感染肝细胞感染的速率。感染的肝细胞通过自然死亡以 2d 的速率被清除，并通过非

细胞溶解过程以 a 的速率转化为未感染的肝细胞。在血液中游离的病毒在感染的肝细胞中产生的速率和

衰变的速率分别为 k 和 3d 。病毒进入宿主细胞后，抗体以 c 的速率刺激自身产生𝑏𝑏细胞，使病毒以 p 的速

率中和。最后， 4d 是 b 细胞的自然死亡率。以上所有参数均为正数。易求得系统的非负平衡点为 

1
1

0, ,0,0E
d
λ 

 
 

， ( )2 , , ,E I T V Z∗ ∗ ∗ ∗ ，其中： 

( )
1 2 3 1 2 3 1 3

2 1 2 3

k d d d d ad d
I

d k d
λβ λβ

β β
∗ + − −
=

+
, ( )3 2

1 2 3

d a d
T

k dβ β
∗ +
=

+
, 

( )
( )

1 2 3 1 2 3 1 3

2 3 1 2 3

k k d d d d ad d
V

d d k d
λβ λβ

β β
∗ + − −
=

+
 

确定性系统(1)在受到细胞环境、医疗条件以及个人身体素质等随机因素的影响下，则其中的参数

1 2 3 4, , , , , ,d d d d k p c 会变得不稳定。考虑到随机激励给系统带来的影响和参数的实际意义以及运算的复杂

程度，我们只考虑参数 1 2, , ,d d k c 受白噪声的影响，对其加入随机项： ( )1 1d d tδξ→ − , ( )2 2d d tδξ→ − , 

( )k k tδξ→ − , ( )c c tδξ→ − ，则得到一个新的随机非线性微分方程： 
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( ) ( )
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                    (2) 

其中 δ 代表白噪声强度， ( )tξ 表示零均值白噪声，即 ( )( ) 0E tξ = , ( ) ( )( ) ( )E t tξ ξ τ δ τ+ = ，令

( )X T t T ∗= − , ( )Y I t I ∗= − , ( )U V t V ∗= − , ( )W Z t Z ∗= − ，代入系统(2)可得 
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其中： 

( )1 2 1A V I dβ β∗ ∗= − + + , 2B T aβ ∗= − , 1 2C V Iβ β∗ ∗= + , 2 2D T d aβ ∗= − − , E k Vρ ∗= − , 

3F d Iρ ∗= + , 4H d cV ∗= −  

3. 随机 HCV 模型的初步处理 

由随机稳定性的等价定义[11]知，系统(3)在平衡点 ( )0 0,0,0,0E 处的稳定性等价于系统(2)在平衡点

( )2 , , ,E I T V Z∗ ∗ ∗ ∗ 处的稳定性，则系统(3)的特征方程可表示如下： 

( )( )3 2 0f H a b cλ λ λ λ= + + + + =                          (4) 

其中： 
a F D A= − − , 1b AD E T AF BC DFβ ∗= − − − − , 1 1c AE T CE T ADF BCFβ β∗ ∗= + + −  

若令

( )2

0 0

2 2
,

2

ca
c ab b b
a a

ε
ε

ε

 + −  = − = +
+

，其中 ε 为足够小的参数，则通过计算可得特征方程(4)的特
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征值为： 1 Hλ = − , 2 2aλ ε= − − , 
2

3,4 2 4
c i

a
ελ ε

ε
= ± −

+
，当 0ε = 时，

cb
a

= − ，则特征值为： 1 Hλ = − , 

2 aλ = − , 3,4 biλ = ± 是系统(3)的退化临界焦点，那么当 ε 足够小时，系统(3)具有不变流形： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }1 2 3 4 1 2 3 4 2 3 2 3, , , | , , , , 1c
locW O x x x x x h x x x g x x x x= = = + ≤ , 

则(3)系统可近似代替为。 
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其中： 
( ) ( ) ( )

( )
( )

3 2
2 3 2 1 8 1 2 2 2 3 1 8 2 9 1 2 3

2
2 4 3 2 8 4 9 2 2 3

2 2 3
4 2 5 2 3 6 3 3 4 9 4 3

,x x l h l g x l h l h l g l g x x

l h l h l g l g x x

l x l x x l x l h l g x

φ = + + + + +

+ + + +

+ + + + +

 

( ) ( ) ( )
( )

( )

3 2
2 3 2 1 8 1 2 2 2 3 1 8 2 9 1 2 3

2
2 4 3 2 8 4 9 2 2 3

2 2 3
4 2 5 2 3 6 3 3 4 9 4 3

,x x m h m g x m h m h m g m g x x

m h m h m g m g x x

m x m x x m x m h m g x

ϕ = + + + + +

+ + + +

+ + + + +

 

在文献[12]中，罗和郭将极坐标变换 cosx r θ= 和 siny r θ= 与伊藤公式相结合，并用随机平均法将系

统(3)改写为伊藤随机微分方程： 

( )

( )

1
23 2

1 2 3 4

1
22

5 6 2

1 1 1d d d
16 8 8

1 1d d d
8 8

rr r r t r W t

r t W tθ

µ µ µ µ

θ µ µ µ

      = + + +          

     = + +       

                     (6) 

( )rW t 和 ( )W tθ 是独立的标准Wiener过程，并有以下标记： 

1 0µ = ， 
2 2 2 2 2 2 2 2

2 12 12 13 133l m l mµ δ δ δ δ= + + + ， 

( ) ( ) ( ) ( )3 2 1 8 1 2 4 3 2 8 4 9 2 2 2 3 2 8 2 9 1 3 4 9 43 l h l g l h l h l g l g m h m h m g m g m h m gµ = + + + + + + + + + + + ， 

2 2 2 2 2 2 2 2
4 12 12 13 133 l m l mµ δ δ δ δ= + + + ， 

( )2
5 12 13 12 134 b l l m mµ δ= + − ， 

( ) ( ) ( ) ( )6 2 1 8 1 2 4 3 2 8 4 9 2 2 2 3 2 8 2 9 1 4 3 9 43 m h m g m h m h m g m g l h l h l g l g l h m gµ = + − + + + − + + + − +  

因此由以上可得，其振幅为： 

( )
1
23 2

2 3 4
1 1 1d d d

16 8 8
r r r t r W tµ µ µ   = + +      

                          (7) 

4. 随机稳定性分析 

4.1. 局部随机稳定性 

讨论线性伊藤随机微分方程的稳定性，就等于方程(7)中 3 0µ = 时的稳定性，则有： 
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( )
1
22

2 4
1 1d d d

16 8
r r t r W tµ µ = +  

 
                               (8) 

根据解线性伊藤微分方程精确解析解的方法，可得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

0 0

0
0 exp 0 d 0 d

2
t t

r t r m s W s
δ

δ
  
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∫ ∫  

其中 ( ) 20
16

m µ
= ， ( ) 40

8
µ

δ = 。 

根据拟不可积Hamilton系统的原理，线性伊藤随机微分方程Lyapunov指数为 ( ) ( )( )
1
2,r t r t W= ，则： 

( )( ) ( )( )
( ) ( )2

1
2 42
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0
01 1 2lim ln , lim ln

2 32t t

m
Z t z r t

t t

δ
µ µ

λ
→+∞ →+∞

− −
= = = =  

由乘积遍历性定理[11]知，系统的平凡解以概率 1 渐进稳定的充份必要条件是：最大 Lyapunov 指数

0λ < ，因此可以得到系统保持局部随机稳定的条件是： 2 4 0µ µ− < 。 
因为乘积遍历性定理的最大 Lyapunov 指数只适用于判断系统平凡解的局部稳定性，对全局稳定性不

能判别，所以我们下面讨论一下系统的全局随机稳定性。 

4.2. 全局随机稳定性 

在随机激励的影响下，漂移系数 ( )m r 和扩散系数 ( )2 rδ 会变得不稳定，经常会出现奇异边界，而得

知这种边界上的性态就等价于得知整个扩散过程的性质。所以根据奇异边界理论的边界类别，对系统的

平凡解的全局稳定性做出判别。 
分为两种情况： 
情形 1：当 3 0µ = 时，系统此时变为如下形式： 

( )
1
22

2 4
1 1d d d

16 8
r r t r W tµ µ = +  

 
                         (9) 

当 0r = 时，其为系统的第一类奇异边界；当 r = +∞时， rm = +∞ , r = +∞为系统的第二类奇异边界。 
根据奇异边界理论，可分别计算出在 0r = 边界处的扩散指数、漂移指数和特征标值，即 

2rα = , 1rβ = , ( )
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2
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r l
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r
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α β
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−

→

−
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若 2

4

1rc µ
µ

= > ，则 0r = 是排斥自然边界；若 2

4

1rc µ
µ

= < ，则 0r = 是吸引自然边界；若 2

4

1rc µ
µ

= = ，

则 0r = 是严格自然边界。 
同理，可分别计算出在 r = +∞边界处的扩散指数、漂移指数和特征标值，即 

2lα = , 1lβ = , ( )
( )

2
20 4
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0

r l
r

l
r

m r
c

α β
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µδ+

−
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−
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若 2

4

1lc µ
µ

= > ，则 r = +∞是吸引自然边界；若 2

4

1lc µ
µ

= < ，则 r = +∞是排斥自然边界；若 2

4

1lc µ
µ

= = ，

则 r = +∞是严格自然边界。 

https://doi.org/10.12677/aam.2020.94062


秦旺 等 
 

 

DOI: 10.12677/aam.2020.94062 514 应用数学进展 
 

因此得出系统全局稳定的条件：当 2

4

1
µ
µ

< ， 0r = 是吸引自然边界， r = +∞ 是排斥自然边界，则表 

明线性的伊藤随机微分方程的平凡解在概率为 1 的意义下是稳定的，这也表明系统(2)在含有随机激励时

在平衡点处是概率稳定的。 
情形 2：当 3 0µ ≠ 时，系统此时变为如下形式： 

( )
1
23 2

2 3 4
1 1 1d d d

16 8 8
r r r t r W tµ µ µ   = + +      

                        (10) 

当 0r = 时，其为系统的第一类奇异边界；当 r = +∞时， rm = +∞ , r = +∞为系统的第二类奇异边界。 
根据奇异边界理论，可分别计算出在 0r = 边界处的扩散指数、漂移指数和特征标值，即 

2rα = , 1rβ = , 
( )

( )
2

20 4

2 0
lim

0

r l
r

r
r

m r
c

α β
µ
µδ+

−

→

−
= =  
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µ
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4
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µ

= < ，则 0r = 是吸引自然边界；若 2

4

1rc µ
µ

= = ，

则 0r = 是严格自然边界。 
同理，可分别计算出在 r = +∞边界处的扩散指数、漂移指数和特征标值，即 

2lα = , 3lβ = , 
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µ
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4

1
2
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> 则 r = +∞ 是吸引自然边界；若 3

4

2
1lc

µ
µ

= − > − ，即 3

4

1
2

µ
µ

< 则 r = +∞ 是

排斥自然边界；若 1lc = − ，即 3

4

1
2

µ
µ

= 则 r = +∞是严格自然边界。 

当 0r = 是吸引自然边界，r = +∞是排斥自然边界，系统所有解曲线都从右边界进入到系统的内部被 

左边界吸引，当左边界 r 趋于 0 处时，所有平凡解是稳定的，因此得出系统全局稳定的条件： 2

4

1
µ
µ

< ， 3

4

1
2

µ
µ

< 。 

5. 随机 Hopf 分岔 

随机分岔是随机激励系统在系统的某个或某些参数发生微小变化时它的性态也会发生变化的现象，

这一部分将应用拟不可积 Hamilton 系统随机平均法分析系统的随机分岔动力学行为。随机分岔分为两类：

动态分岔(D-分岔)与维象分岔(P-分岔)。 

5.1. 动态分岔 

(1) 当 3 0µ = 时，系统为： 

( )
1
2

2
2 4

1 1d d d
16 8

r r t r W tµ µ = +  
 

                            (11)

 
当 3 0µ = 时系统是一个确定性的线性系统，不会发生分岔现象。因此下面讨论 3 0µ ≠ 的情形，令

( ) 2 40
16

m rµ µ− =  
 

, ( )
1
240

8
rµ

δ  =  
 

，由方程生成的连续动态系统为： 

( ) ( )( ) ( )( )
0 0

d d
t r

t x x m s x s s x Wϕ ϕ δ ϕ= + +∫ ∫                         (12) 
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它是方程(11)以 x 为初值的唯一强解。当 ( )0 0m = , ( )0 0δ = 时，0 是ϕ 的一个不动点，对此不动点，

dW 是 stratonovich 随机微分方程意义下的随机参激，设 ( )m r 有界，对所有 0r ≠ 满足椭圆性条件 ( ) 0rδ ≠ ，

保证了最多只有一个平稳概率密度，由振幅 ( )r t 的伊藤微分方程得到(11)式对应的 FPK 方程： 
2

22 4
216 8

p r p r p
t r r

µ µ   ∂ ∂ ∂   = − −      ∂ ∂ ∂      
                       (13) 

令 0p
t

∂
=

∂
得到与方程(13)相应的平稳概率密度： 

( ) ( ) ( )
( )

1
20

2
exp d

r m s
p r c r s

s
δ

δ
−  

=   
 
∫                         (14) 

其中 c 为归一化常数，故上述动态系统有不动点和非平凡平稳运动两种平稳状态， ( )xδ 为前者的不变测

度 0δ 的密度，(14)式为后者的不变测度ν 的密度，为便于研究动态分岔，需分别计算这两个不变测度的

Lyapunov 指数。 
考虑线性的伊藤微分方程，得到方程(11)的解： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 exp d d
2

t tr r
r t r m r s r W s

δ δ
δ

  
= − +      

∫ ∫




                (15) 

动态系统ϕ 关于不变测度 µ 的 Lyapunov 指数可定义如下： 

( ) ( )1lim ln
t

r t
tϕλ µ

→+∞
=                               (16) 

将(15)式代入方程(16)，这里 ( )0 0δ = , ( )0 0δ = 得不动点 Lyapunov 指数如下： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0 0 0

2 4

1lim ln 0 d 0 d

0 0 lim 0
16

t t

t

r

t

r t m s W s
t

W t
m m

t

ϕλ δ δ

µ µ
δ

→+∞

→+∞

 = + +  

−
= + = =

∫ ∫





 

                 (17) 

以(14)式为密度的不变测度ν ，将(15)式代入方程(16)，假定有界，并且 m δδ+ 

 可积，得到 Lyapunov
指数： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

0

2 3
2 4 2 42

4
4

1lim d
2

82 d 0 exp
16 16

t

Rt

R

r r
m r r r s m r p r

t

m r
p r rm

r

ϕ

δ δ
λ ν δ δ

µ µ µ µ
µ

δ µ

→+∞

 
 = + = +     

   − −   = − = −      
       

∫ ∫

∫





 



          (18) 

令 2 4

16
µ µ

α
−

= ，于是可得，当 0α ≤ 时不动点的不变测度是稳定的，当 0α > 时非平凡状态不变测度 

是稳定的，所以 0Dα α= = 是系统(2)一个 D 分岔点。 
化简系统(14)可得以下方程： 

( ) ( )
2 4

4 0stp r cr r r
µ µ
µ νο
−

= = →                           (19) 

其中 c 为归一化常数，令 2 4

4

µ µ
ν

µ
−

= ，显然当 1ν < − 时， 2

4

1
µ
µ

< 。 ( )stp r 是一个δ 函数,不可积，当 1 0ν− < <
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时， 2

4

1
µ
µ

> 。 0r = 是 ( )stp r 在该区间上取得最大值的一个点。 1ν = − 时系统(2)发生 D 分岔，即 2

4

1
µ
µ

= 是

系统发生D分岔的临界条件。当 0ν > 时不存在一个点使得 ( )stp r 取到极大值，则系统(2)不会发生𝑃𝑃分岔。 

(2) 当 3 0µ ≠ 时，令 3

8
r

µ
φ = − ，且 3 0µ < ， 2 4

16
µ µ

α
−

= 则系统(7)变为： 

( )
1
23 4d d

8
Wµ

φ αφ φ φ = − +  
 

                               (20) 

当 4 0µ = 时，经分析可得系统有确定性叉形分岔。 4 0µ ≠ ， 0α < 时，只有唯一的不变测度其密度为

0δ ； 4 0µ ≠ ， 0α > 时，有三个不变测度分别为： αδ 与两个非平凡平稳状态测度 αν
± ，其密度为： 

( )
4

2 1
2

8

4

8exp , 0

0, 0

NP

α
µ

αα

φφ φφ µ
φ

−

+


  − > =   

≤

                          (21) 

( ) ( )F Pα αφ φ− +=                                   (22) 

式中
4

16

3

4

8
8

N

α
µ

α
µα

µ

−

 
= Γ ⋅ − 

 
，则有(17)式可得关于 αδ 的 Lyapunov 指数为： 

( ) 2 4

16φ α
µ µ

λ δ α
−

= =                                (23) 

根据遍历性理论，由方程(18)，(21)和(23)可计算得出关于两个非平凡平稳状态测度ν α± 的 Lyapunov
指数： 

( ) 2 42
8ϕ α

µ µ
λ ν α± − = − = − 

 
                           (24) 

由此可知，在 0Dα α= = 处发生 D 分岔。 

由于(21)式有极值，于是可知在 4

16P
µ

α α= = 处系统(2)会发生 P 分岔。 

5.2. 维象分岔 

这部分考虑线性伊藤微分方程的稳态概率密度 ( )p r ，从不变测度极值来分析系统的分岔行为。令 

3

8
r

µ
φ = − ， 3 0µ < 则系统(7)变为： 

1
232 4 4d d d

16 8
t Wµ µ µ

φ φ φ φ
 −    = − +    
    

                       (25) 

则根据伊藤方程的振幅 ( )r t 得到方程(25)的 FPK 方程如下： 

2
3 22 4 4

2
3 316 2 2

p r r r p r p
t r r

µ µ µ
µ µ

      ∂ ∂ ∂   = − − − −      ∂ ∂ ∂         
                  (26) 
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由初值条件 3 0µ = ， ( ) ( )0 0 0 0, | , ,p r t r t r r t tδ→ − → ，其中 ( )0 0, | ,p r t r t 是扩散过程的转移概率密度，

( )r t 的不变测度是稳态概率密度，得到其退化系统的解如下： 

2
3 22 4 4

2
3 3

0
16 2 2

r r r p r p
r r

µ µ µ
µ µ

      ∂ ∂   = − − − −      ∂ ∂         
                 (27) 

通过计算可得： 

( )

2 3

4

2 3

4

2 1
43

4

16
2 3 3

4 4

exp

16

r r
p r

µ µ
µ

µ µ
µ

µ
µ

µ µ µ
µ µ

− − 
 
 =

   
Γ − −  
   

                        (28) 

由 Namachivays [11]理论知，非线性随机动力系统稳态性主要是通过不变测度的极值显示的，能显示

出系统最根本的稳态性行为。当噪声 0δ → 时， ( )p t 的极值几乎可以表示确定系统的稳态行为。若 ( )p t
在 0r 处可取得极大值，则轨线会在 0r 处的邻域内停留较长时间，即 0r 在概率意义下是稳定的点。 

6. 数值模拟 

由以上得知，原系统的响应过程为 ( ) ( )
1

2 2 2
2 3r t x x= + ，所以响应过程的联合概率密度函数为

( ) ( )( ) ( )2 3, ,p x t x t Q r θ= 。选取参数 0.3σ = ，根据实际情况给参数 12 12 13 13, , ,l m l m 赋予一定的值，使得

2 4µ = ，然后选取 3

4

u
µ
µ

= 为分岔参数。设
1
2

uα = − − ，下图(图 1~3)就是模拟的平稳概率密度函数图和联 

合概率密度函数图。当 0α < 时，图 1 中的平稳概率密度函数图像是一个单调递减的函数，联合概率密度

函数图像是单峰尖状的；当 0α = 时，图 2 中平稳概率密度函数图像从单峰值函数变为单调递减函数，从

0α = 时的联合概率密度函数图可以看出系统未发生分岔；当 0α ≥ 时，在图 3 中可以看到，在 0.5u ≥ 时

发生分岔，联合概率密度函数图像从单峰形状变为火山口形状。 
 

  
(a) 0.47u = − 的平稳概率密度图                      (b) 0.03, 0.47uα = − = − 的联合概率密度图 

Figure 1. The stationary probability density graph and the corresponding joint probability density graph when 0.47u = −  

图 1. 当 0.47u = − 时的平稳概率密度图和相对应的联合概率密度图 
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(a) 0.5u = − 的平稳概率密度图                         (b) 0, 0.5uα = = − 的联合概率密度图 

Figure 2. The stationary probability density graph and the corresponding joint probability density graph when 0.5u = −  

图 2. 当 0.5u = − 时的平稳概率密度图和相对应的联合概率密度图 

 

    
(a) 0.53u = − 的平稳概率密度图                         (b) 0.03, 0.53uα = = − 的联合概率密度图 

Figure 3. The stationary probability density graph and the corresponding joint probability density graph when 0.53u = −  

图 3. 当 0.53u = − 时的平稳概率密度图和相对应的联合概率密度图 

7. 结论 

本文主要运用随机激励的 Hamilton 理论和随机平均法分析了 HCV 模型的动力学行为。结果表明，

HCV 系统在受到白噪声影响时会变得不稳定，并且发生随机分岔行为，根据参数的实际意义选取𝑢𝑢作为

分岔参数，当 0.5u ≤ 时，图 3 中的图 3(a)图从单调函数变为单峰函数，图 3(b)图像由单峰状变化为火山

口状，系统发生了分岔。说明此刻可能不利于病毒的控制，需采取一定的策略，以减缓病毒的感染速率，

防止病情的恶化。 
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