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Abstract 

This paper discusses two Toeplitz operators as 
kfT , 

kgT  in Bergman space. In case ( ) ( )
1 2

k k
kg g g= + , 

( ) ( )∑1
0

k k j
j

j
g a z

∞

=

= , ( ) ( ) ( )b∑k k j
j

j
g z H D2

0

∞
∞

=

= ∈ ; ( )kf L D A,d∞∈ . ( ) ( ) ( ) ( )= ∑ ki ip
k p

p
f r f r k N

0
e e 1

<

≤ ≤θ θ . This 

paper explores the related problems of the sum of the finite products of the two Toeplitz opera-
tors as 

kfT , 
kgT  under a large amount of data and calculations. A necessary condition of zero op-

erator is obtained (N). 
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摘  要 

本文讨论了Bergman空间上两个形如
kfT ，

kgT 的Toeplitz算子，其中假设 ( ) ( )k k
kg g g1 2= + ， ( ) ( )∑k k j

j
j

g a z1
0

∞

=

= ，
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( ) ( ) ( )b∑k k j
j

j
g z H D2

0

∞
∞

=

= ∈ ； ( )kf L D A,d∞∈ 。 ( ) ( ) ( ) ( )= ∑ ki ip
k p

p
f r f r k N

0
e e 1

<

≤ ≤θ θ 。探究Toeplitz算子
kfT ，

kgT 的有限乘积有限和的相关问题，分析计算得到了其为零算子的一个必要条件。 
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1. 引言 

Toeplitz 算子的有限乘积有限和问题在算子理论研究中具备着重要的代数意义，算子的乘积问题，是

算子理论探究中的热点问题，由于其复杂多变性，通过查阅资料发现，国内许多学者对算子的有限乘积有

限和问题的研究有很大兴趣。在文献[1]中证明了下面刻画了两个以有界调和函数为符号的一类算子
juT ， 

jvT ，并探究了这类算子的有限乘积相加之和
1

j j

N

u v
j

T T
=
∑ 为零算子和紧算子的等价条件。将上述问题推广到 

调和 Bergman 空间上的情况相对复杂，Yufeng Lu，Qian Ding 等人[2]在 2017 年经过计算与推广发现，得

到关于两类特殊符号的 Toeplitz 算子乘积的有限秩的结论。而对于 Bergman 空间上的有限乘积有限和问

题，将其推广到某类特殊符号的Toeplitz算子上还有待探究，因此本文对Bergman空间上某类符号Toeplitz
算子的乘积有限和问题进行了推广与计算，进而分析证明得到其为零算子的一个必要条件。 

2. 预备知识 

在这一部分中，我们介绍了 Berezin 变换和 Mellin 变换，并用第二个变换来表示第一个变换，我们

将在下一节中使用这个公式。 
定义 2.1 若ϕ 是 [ ]0,1 上的可积函数，可定义 Mellin 变换： 

( ) ( )1 1
0

ˆ dzz r r rϕ ϕ −= ∫ . 

Mellin 变换是半平面{ }: Re 1z z > 上的有界解析函数。由于三角多项式在 ( )2 ,dL D A 中是稠密的，所以有

如下极分解表示 

( )2 ,d eik

k
L D A θ

+∞

=−∞
= ⊕ ℜ , 

其中 ( ) ( ) ( ){ }1 2

0
: : , du D C u z u z r u r rℜ = → = < ∞∫且 ，因此对任 ( )2 ,df L D A∈ ，有 eiz r Dθ= ∈ ，则 f 的

极分解 ( )eif r θ 为 

( ) ( )e e ,i ik
k k

k
f r f r fθ θ

∞

=−∞

= ∈ℜ∑  

Mellin 变换是由其零点所唯一确定，并有以下结论。 
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引理 2.1 [3]若ϕ 为{ }: Re 1z z > 上的有界解析函数，在两两不相同的点列 1 2, ,z z 上取值为零，若 
1) { }inf 0nz > ， 

2) 
1

1Re
n nz

∞

=

 
= ∞ 

 
∑ ， 

则ϕ 在半平面{ }: Re 1z z > 上恒等于零。 
注解：我们经常用到引理 2.1 的一种特殊情况：若ϕ 为{ }: Re 1z z > 上的有界解析函数，若存在自然

数序列{ } 0k k
n ∞

=
使得 

( )ˆ 0knϕ = 且
0

1
k kn

∞

=

= ∞∑ , 

则 0ϕ ≡ 。 

定义 2.2 Mellin 卷积的定义，可用 Mf g∗ 表示 f 和 g 的 Mellin 卷积： 

( )( ) ( )1 d
M r

r tf g r f g t
t t

 ∗ =  
 ∫ . 

其中乘法 M∗ 是通过上述变量的变化与正规卷积有关的。很容易看出 Mellin 变换将卷积转化为点积，即： 

( )( ) ( ) ( )ˆ ˆMf g r f r g r∗ = , 

如果 f 和 g 在 [ ]( )1 0,1 , dL r r 中，则 Mf g∗ 也是。 
定义 2.3 若 ( )1 ,df L D A∈ ，f 的 Berezin 变换记为 Bf： 

( )( ) ( )
( )

( )
22

4

1
, d

1
z z D

z
Bf z fk k f A

z
ω ω

ω

−
= =

−
∫ , ( )z D∈ . 

本文要用到 Berezin 变换的极坐标表示，Čučković Ž 给出下述定理。 
引理 2.2 [4] 若 ( )2 ,df L D A∈ ，对 eiz R θ= ，则 f 的 Berezin 变换 Bf 有如下的极坐标表达式： 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 12
.

1

ˆ, 2 1 2 ek n ik
z z k

k n
Bf z fk k R R n n k f n k R θ

∞ ∞
−

=−∞ =

 = = − + +  
∑ ∑  

下面我们来描述 ( )1 ,dL D A 上关于 Berezin 变换的不动点问题，这比在 ( )C D 上的不动点问题困难的多。

回顾复平面上的 Laplacian (拉普拉斯)变换为： 
2 2 2

2 2 4
z zx y

∂ ∂ ∂
∆ = + =

∂ ∂∂ ∂
. 

在处理 Berezin 变换时，使用如下的不变拉普拉斯变换将更为方便： 

( ) ( ) ( )
221f z z f z∆ = − ∆ , 

其中 f 是 D 上的任意一个二次可微函数。 
引理 2.3 若 f 在 D 上是二次可微的，则 

( ) ( )f fϕ ϕ∆ = ∆ 

  , 对任意 ( )Aut Dϕ ∈ . 

其中 ( )Aut D 表示 D 的全纯自同构群，任给 z D∈ ，存在唯一 ( )Aut Dϕ ∈ 满足：ϕ 是对合的，即 Iϕ ϕ =

为恒等映射，并且 ( )0 zϕ = ， ( ) 0zϕ = 。 
定义 2.4 一个解析函数 :f D C→ ，如果满足 
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( ) ( ){ }2sup 1f f z z z D′= − ∈ < ∞ . 

则称为函数 f 为 Bloch 函数。 
为了避免下文中的重复，我们认为如果函数的极分解只有负幂项，则称它具有性质(N)。 

3. 主要结果 

定理 3.1 假设 ( ) ( )
1 2

k k
kg g g= + ， ( ) ( )

1
0

k k j
j

j
g a z

∞

=

= ∑ ， ( ) ( ) ( )2
0

k k j
j

j
g b z H D

∞
∞

=

= ∈∑ ； ( ),df L D A∞∈ 且 

( ) ( ) ( ) ( )
0

e e 1ki ip
k p

p
f r f r k Nθ θ

<

= ≤ ≤∑ 。若
1

0
k k

N

f g
k

T T
=

=∑ ，则 ( ) ( ) ( )

1 0 0
0

N
k k j

p j
k p j p

f r a r
= < ≤ ≤−

   
≡   

   
∑ ∑ ∑ 。 

证明：对1 k N≤ ≤ ， 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2

k k k
k k

k k
k k

k
k

f g f
g g

f fg g

k
ffg

T T k z T T k z

T T k z T T k z

T k z g T k z

ω ω

ω ω

ω ωω

+
=

= +

= +

. 

进而， 

( )
( ) ( )

( )( ) ( )

1

1 1

2
1

( )
1 2

1

, ,

, ,

k k k k

kk k

N N

f g f g
k k

N
k

ff gk

N
k k

k k
k

T T k k T T k k

T k k g T k k

B f g g Bf

ω ω ω ω

ω ω ω ωω

ω

= =

=

=

=

 = +  

 = + 

∑ ∑

∑

∑

. 

由
1

0
k k

N

f g
k

T T
=

=∑ ，得 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 2
1 1

N N
k k

k k
k k

B f g g B f Dω ω ω ω
= =

= − ∈∑ ∑ . 

由引理 2.2，令 eiR θω = ，得 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 1

1

ˆ2 1 2 ep k n ip
k p

P n
B f R R n n p f n p R θω

+∞ ∞
−

=−∞ =

 = − + +  
∑ ∑ , 

而 ( )1kf k N≤ ≤ 的极分解式中关于 eiθ 的负幂项系数为 0，故系数函数对应的 Mellin 变换为 0，进而关于

( )e 0ip pθ ≥ 的系数为 0，即 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2

0 1

ˆ2 1 2 ep k n ip
k p

p n
B f R R n n p f n p R θω

∞
−

< =

 = − + +  
∑ ∑ , 

进而 ( )kB f 具有性质(N) (1 k N≤ ≤ )。 
另一方面，记 

( )( ) ( ) ( )
2

0 0
e e e , e ,1k i k n in k n in i

n n
n n

g R b R b R R D k Nθ θ θ θ− −
−

≥ ≤

= = ∈ ≤ ≤∑ ∑ , 

综上， ( ) ( )2
k

kg B f 具有性质(N)，因而 ( ) ( )21
N k

kk g B f
=∑ 具有性质(N)。由

( )( ) ( ) ( )1 2
1 1

N N
k k

k k
k k

B f g g B f
= =

= −∑ ∑ ，
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则
( )( )1

1

N
k

k
k

B f g
=
∑ 具有性质(N)，往证

( )
1

1

N
k

k
k

f g
=
∑ 具有性质(N)。 

令 ( ) ( )1
1

4 1

m

m
j

zG z
j j=

 
= −  + 
∏ ，由引理 2.3， ( ) ( )

1
1

N
k

m k
k

G B f g
=

 ∆  
 
∑ 在 ( )1 ,dL D A 范数下收敛到

( )
1

1

N
k

k
k

f g
=
∑ ，

对
( )( ) ( ) ( )1 2

1 1

N N
k k

k k
k k

B f g g B f
= =

= −∑ ∑ 两边求不变 Laplacian 变换 ∆ 得， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2
1 1 1

N N N
k k k

k k k
k k k

B f g g B f g B f
= = =

     ∆ = −∆ = − ∆         
∑ ∑ ∑   . 

计算可得， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2
2 2 21 1k k k

k k kg B f z g z B f g B f
z
∂ ∆ = − − + ∆   ∂

  . 

由 ( )
2
kg 解析，故 ( )

2
kg 具有性质(N)； 

又 

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

2

22 2
3 2

2 32 2
4 3 2

1

1 1 d
1 1

2
2 1 d 1 d

1 1 1

k

k
D

k k
D D

z B f
z

f
z z A

z z z

f f
z z A z A

z z z

ξ
ξ

ξ ξ

ξ ξ ξ
ξ ξ

ξ ξ ξ

∂
−

∂
 ∂  = − −
 ∂ − − 

= − − + −
− − −

∫

∫ ∫

 

因为 ( )kB f 具有性质(N)。故 ( ) ( )2 kz B f− 极分解表达式中有 2 3e ,e , , e ,i i ipθ θ θ− − −
   ( 2p ≥ )。 

( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( )( )( ) ( )

3 2

1 2

0 0
0 0 0

1 2 12
0 0

0 , 0

1

0 0

2
d

1 1

12 e e 1 2 e 1 e d d
2

11 2 1 d e d

ˆ1 2 2

k
D

ki ip n n in m m im
p

p n m

i n p mkn m m n
p

p m n

n pn

p n

f
A

z z

rr f r n n z r m z r r

n n m z z r f r r

n n n p z z

θ θ θ θ

ξ ξ
ξ

ξ ξ

θ

θ

∞ ∞
− −

< = =

∞
− + + + + +  

< =

∞
+

π

π

−

< =

− −

     = + + +         

= + + +

= + + +

π

π

−

∫

∑ ∑ ∑∫ ∫

∑ ∑ ∫ ∫

∑∑ ( ) ( )2 4k
pf n p+ −

 

所以 ( ) ( )2
k

kg B f ∆   
 具有性质(N)。 ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

2 32 2
3 2

2
2 1 1 d

1 1
k

k D

f
z z B f z z A

z z

ξ ξ
ξ

ξ ξ
= − − + −

− −
∫  

( )( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

2 2

22
2 2

22
3 3

, d
1 1

1 11 d
11

2 21 d
11

k
k k z z

D

k
D

k
D

f
B f z f k k A

z z

z f A
z z zz

z f A
zz

ξ
ξ

ξ ξ

ξ ξ
ξξ

ξ ξξ ξ
ξξ

∆ = ∆ = ∆
− −

   ∂ ∂ = − ⋅ ⋅  
 ∂ ∂ − −   

= − ⋅
−−

∫

∫

∫

  
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( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( )

( ) ( )( )( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( ) ( )

1 222 2

0 00 0

0

1 222 3

0 , 0 0 0

22

0 0

11 4 e 1 2 e
2

1 1 2 e d d
2

11 1 2 1 2 d e d

ˆ1 2 1 2 2

k ip n n in
p

p n

m m im

m

k i n m pn m n m
p

p m n

p m km
p

p m

z r f r n n z r

rm m z r r

z n n m m z z r f r r

z p m m m z z f m

π
θ θ

θ θ

θ

∞

< =

∞
−

=

∞
− ++ +

< =

+

< =

π

∞
−

   = − + +     
 × + +  

= − + + + +

= − − + + + + −

π

π

∑ ∑∫ ∫

∑

∑ ∑ ∫ ∫

∑ ∑ ( )4p +

 

进一步， ( ) ( )2
k

kg B f∆ 具有性质(N)。其极分解为关于 ( )2 3e ,e , , e 2 ,i i ip pθ θ θ− − − ≥ 的表达式。综合以上

计算结果， ( ) ( )2
k

kg B f ∆   
 具有性质 (N) 。且极分解表达式的首项为关于 2e i θ− 的单项式。进而

( ) ( )( )2
1

N
k

k
k

g B f
=

− ∆∑  具有性质(N)且首项为关于 2e i θ− 的单项式。 

下证 ( ) ( ) ( ) ( )2
2 , 1k

kg B f L D dA k N∆ ∈ ≤ ≤ 。 

因为 ( )
2
kg 为 Bloch 函数，故 ( ) ( )2

21 kz g− 有界。因为 Berezin 变换把 ( )2 ,dL D A 映成 ( )2 ,dL D A 。故 

( ) ( ) ( )22 ,d 1kzB f L D A k N− ∈ ≤ ≤ 。 
另一方面， 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( )( )

( )

( )( )

32
3 2

32
3 2

32
4

1 d
1 1

1 d
1 1

1 d
1 1

2

D

D

D

f
z A

z z

f
z A

z z

f
z A

z z

B f z

ξ ξ
ξ

ξ ξ

ξ
ξ

ξ ξ

ξ
ξ

ξ

−
− −

≤ −
− −

≤ −
− −

≤

∫

∫

∫

 

故 ( ) ( ) ( )2 21 ,dz B f L D A
z
∂

− ∈
∂

。 

( )( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

22

32 2
3 2

2

2
3 2

2
32

6

1

1 2 2 1 d
1 1

1 2 2

6 1 d
1 1

2
2 1 d

1

k k

k
D

k k

D

D

B f z z B f z
z z

f
z zB f z z A

z z z

z B f z z Bf z
z

f
z z A

z z

f
z A

z

ξ ξ
ξ

ξ ξ

ξ ξ
ξ

ξ ξ

ξ ξ
ξ

ξ

∂ ∂
∆ = −

∂ ∂
 ∂  = − − + −
 ∂ − − 

∂= − − + − ∂

+ − −
− −


+ −
− 

∫

∫

∫


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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ( )

2 2

32
3 2

2
42

6

2 1 2 1

6 1 d
1 1

2
2 1 d

1

k k

D

D

z B f z z z B f z
z

f
z z A

z z

f
z A

z

ξ ξ
ξ

ξ ξ

ξ ξ
ξ

ξ

∂
= − − + − −

∂

+ − −
− −

+ −
−

∫

∫

 

由前面已证结果中的前三项都在 ( )2 ,dL D A 中，而 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

2
42

6

42
42

22
4

2
1 d

1

2 1 d
1 1

8 1 d 8
1

k

D

k

D

k
k

D

f
z A

z

f
z A

z z

f
z A s B f z

z

ξ ξ
ξ

ξ

ξ
ξ

ξ

ξ

ξ

−
−

≤ −
− −

≤ − =
−

∫

∫

∫

. 

所以 ( ) ( ) ( ) ( )2
2 ,d 1k

kg B f L D A k N ∆ ∈ ≤ ≤  
 ，故

( ) ( ) ( )2
2

1
,d

N
k

k
k

g B f L D A
=

 ∆ ∈  ∑  。 

进一步可知， ( ) ( ) ( ) ( )2
1

1
,d

N
h

m m k
k

F z G B f g L D A
=

 = ∆ ∈  
∑ 且具有性质(N)。进而，在 ( )1 ,dL D A 中， ( )mF z

依范数收敛 ( )( )1fg z ，而
( )
1

1

N
k

k
k

f g
=
∑ 的极分解式中，只有 eikθ 负幂项，进而 1fg 具有性质 (N)。而

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 0 0 1

e e
N N

k k k i j pj i
k j p

k p j k
f g z a f r z rθ θ+

= < ≥ =

= =∑ ∑∑∑ 只有负幂项，即当 0j p+ ≤ 时，有 

( ) ( ) ( ) ( )
1 0 0

0, 0 1
N

k k j
p j

k p j p
f r a r r

= < ≤ ≤−

   
≡ ≤ <   

   
∑ ∑ ∑  

上面证明了某一类符号的 Toeplitz 算子有限乘积有限和为零算子的必要条件。下面我们来思考其逆

否命题是否成立。 

推论 3.2 假设 ( ) ( )
1 2

k k
kg g g= + ，其中 ( ) ( ) ( )

1
k k j

jg z a z= ∑ ， ( ) ( ) ( ) ( )2
k k j

jg z b z H D= ∈∑ ， 

( ) ( ) ( ) ( )
0

e e 1ki ip
k p

p
f r f r k Nθ θ

<

= ≤ ≤∑ 。若 ( ) ( ) ( )

1 0 0
0

N
k k j

p j
k P j p

f r a r
= < ≤ ≤

   ≠     
∑ ∑ ∑ ，则

1
0

k k

N

f g
k

T T
=

≠∑ 。 

例 3.1 若 ( ) 2 4 4
1 2,f z z z zz g g g= + = + ，其中 ( ) ( ) ( )1 21 ,g z z g z H D∞= + ∈ ，则 0f gT T ≠ 。 

4. 结论 

本文讨论 Bergman 空间上两个形如
kf

T ，
kgT 的 Toeplitz 算子，其中 ( ) ( ) ( )

1
0

k k j
j

j
g z a z

∞

=

= ∑ ， 

( ) ( ) ( )
2

0

k k j
j

j
g z b z

∞

=

= ∑ ， ( ),dkf L D A∞∈ ， ( ) ( ) ( ) ( )
0

e e 1ki ip
k p

p
f r f r k Nθ θ

<

= ≤ ≤∑ 。在进行大量的查阅资料和推算 

下，探究 Toeplitz 算子
kf

T ，
kgT 的乘积有限和的相关问题，得到以下结论： 
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1) 假设 ( ) ( )
1 2

k k
kg g g= + ，若

1
0

k k

N

f g
k

T T
=

=∑ ，则 ( ) ( ) ( )

1 0 0
0

N
k k j

p j
k p j p

f r a r
= < ≤ ≤−

   
≡   

   
∑ ∑ ∑ 。 

2) 假设 ( ) ( )
1 2

k k
kg g g= + ，若 ( ) ( ) ( )

1 0 0
0

N
k k j

p j
k P j p

f r a r
= < ≤ ≤

   ≠     
∑ ∑ ∑ ，则

1
0

k k

N

f g
k

T T
=

≠∑ 。 

参考文献 
[1] Choe, B.R., Koo, H. and Lee, Y.J. (2008) Sums of Toeplitz Products with Harmonic Symbols. Revista Matemática 

Iberoamericana, 24, 43-70. https://doi.org/10.4171/rmi/529 
[2] Lu, Y., Liu, L., Ding, Q., et al. (2017) Zero Products and Finite Rank of Toeplitz Operators on the Harmonic Bergman 

Space. Journal of Mathematical Research with Applications, 37, 325-334. 
[3] Remmert, R. (1998) Classical Topics in Complex Funtion Theory. Graduate Texts in Mathematics. Springer, New 

York. 
[4] Čučković, Ž. (2003) Berezin versus Mellin. Journal of Mathematical Analysis and Applications, 287, 234-243.  

https://doi.org/10.1016/s0022-247x(03)00546-8 

https://doi.org/10.12677/pm.2020.105061
https://doi.org/10.4171/rmi/529
https://doi.org/10.1016/s0022-247x(03)00546-8

	The Finite Sum Problem of the Product of Toeplitz Operators on Bergman Spaces
	Abstract
	Keywords
	Bergman空间上的Toeplitz算子的乘积有限和问题
	摘  要
	关键词
	1. 引言
	2. 预备知识
	3. 主要结果
	4. 结论
	参考文献

