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Abstract 
Multiple integral plays an important role in Higher Mathematics and has an important application 
in engineering technology. On the basis of the transformation methods of double integral and 
triple integral variable, this paper discusses the transformation methods of double integral when 
the region is surrounded by two families of curves and triple integral when the region is sur-
rounded by three families of surfaces, etc., and all kinds of variable transformation method is ap-
plied to solve Postgraduate entrance examination questions. 
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摘  要 

重积分在高等数学中占有重要的地位，在工程技术中有着重要的应用。本文在二重积分和三重积分变量

变换方法的基础之上，讨论了区域由两族曲线围成时二重积分的变换方法及区域由三族曲面围成时三重

积分的变换方法等，并将此类方法应用于解决考研中复杂的重积分计算问题。 
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1. 引言 

重积分是微积分学中的一个重要内容，在实际中有着非常重要的应用，因此重积分的计算至关重要。

由于重积分在计算时，可能会有多种解法，而有的重积分在用一般的解题方法时很困难，因此需要通过

重积分的变量变换来解决积分计算中所遇到的问题，利用简单而又方便的变量变换的方法来解决复杂的

重积分计算问题，能为重积分的应用带来更多的便利。 
变量变换方法的重点就在于分析被积函数和积分区域的特点，选择合适的变换方法，从而达到可以

简便计算的目的，重积分常见的坐标变换有二重积分的极坐标变换，三重积分的柱坐标变换和球坐标变

换。本文将在已有变换方法的基础上探寻不同的变量变换方法，使得积分计算具有简便性。 

2. 重积分的变量变换 

2.1. n 重积分的变量变换公式 

( )1 2, , , nf x x x 在有界闭区域 V 上是可积函数，设变换 

( )
( )

( )

1 1 1 2

2 2 1 2

1 2

, , ,
, , ,

:

, , ,

n

n

n n n

x x
x x

T

x x

ξ ξ ξ
ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

 =


=


 =









 

将 n 维 1 2 nξ ξ ξ 空间中的区域 1V 一一对应地映在 1 2 nx x x 空间上，并形成区域 V，函数 
( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 1 2 1 2, , , , , , , , , , , ,n n n n nx x x x x xξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ= = =    分别有连续的一阶偏导数且它函数行列式 
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上式为一般的 n 重积分的变量变换公式[1]，实际中常常遇到的是 2n = 时二重积分以及 3n = 时三重

积分的计算与应用，文献[2] [3] [4] [5] [6]对常见的换元积分法做了讨论及推广，下面着重探讨两种特殊

区域的二重积分和三重积分的变量变换公式。 

2.2. 积分区域由两族曲线围成的二重积分变量变换公式 

如果积分区域 D 由两族光滑的曲线 ( ) ( )1 2, , ,g x y c h x y c= = 中分别取了两条曲线 

( ) ( ) ( ), , , ,g x y a g x y b a b= = < 。 ( ) ( ) ( ), , , ,h x y c h x y d c d= = < 所围成，且 ( ),f x y 在 D 上连续，作变量变

换
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2.3. 积分区域由三族曲面围成时的三重积分变量变换公式 

如果空间区域 V 由三族光滑的曲面中分别取了两条曲面 ( ) 1, ,l x y z a= ， ( ) 2, ,l x y z a= ， ( )1 2a a< ；

( ) 1, ,m x y z b= ， ( ) 2, ,m x y z b= ，( )1 2b b< ； ( ) 1, ,n x y z d= ， ( ) 2, ,n x y z d= ，( )1 2d d< 所围成，且 ( ), ,f x y z
在 V 上连续，作变量变换 
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3. 变量变换在重积分计算问题中的应用  

例 1：计算 2 3

3 d d
D

xL x y
y xy

=
+∫∫ ，其中D为平面曲线 2 21, 3, , 3xy xy y x y x= = = = 所围成的有界闭区域。

(武汉大学) 
分析：作积分区域 D，如下： 
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积分区域的边界线方程为
2

, yxy a b
x

= = ， ( ), 1,3a b = ，作变换
2

, yu xy v
x

= = ，使得积分限容易确定。 
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例 2：计算下面曲面所围成的图形的体积： ( )2 2 2 2, 2z x y z x y= + = + ， 1, 1x y x y+ = ± − = ± 。(吉林

工业大学) 

分析：求体积即求被积函数为 1 的三重积分，积分区域由三族光滑的曲面 2 2

z a
x y

=
+

， x y b+ = ，

x y c− = ，分别取了两个曲面，也就是当 1,2, 1, 1a b c= = ± = ± 时，所以可以利用曲面函数作相应的变换。 
解：作变换， 
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则积分区域 V 变为 ( ){ }1 , , |1 2, 1 1, 1 1V u v w u v w= ≤ ≤ − ≤ ≤ − ≤ ≤  

( )
( )

1
2 2 2 2 2 2

, , 2 2 4 ,
, ,

2

u v w
J

x y z x y v w v w
− ∂
= = − = − = −
∂ + + +

 

则
2 2

4
v wJ +

= −  

2 1 1

1 1 1

2 2 2d d d
4

d d d
3V

V x y z u v wv w
− −

= =
+

= ∫∫∫ ∫ ∫ ∫

 
4. 结语 

本文通过常用的重积分的变量变换公式给出了一种由几族曲线(面)围成的积分区域的变量变换方法，
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并利用该变量变换方法解决了实际的重积分计算问题。 
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