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Abstract 
In this paper, the problem of elliptical hole with double cracks in one-dimensional hexagonal qua-
si-crystals is simulated. By using conformal mapping method, the physical plane problem that is 
difficult to deal with in quasi-crystals is transformed into a familiar and regular mathematical 
plane problem. Based on the existing theory, the size of the cohesive force area at the tip of the 
double cracks in the elliptical hole is obtained. In the case of limit, it is the same as the existing 
result. 
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摘  要 

本文主要对一维六方准晶中带双裂纹椭圆孔口问题进行了裂纹尖端的塑性模拟，利用保角映射法，将准
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晶中难处理的物理平面问题转变为我们所熟悉的、有规则的数学平面问题，基于已有的理论，最后得到

椭圆孔所带双裂纹的尖端内聚力区域的尺寸大小，并且在极限的情况下与已有结果相同。 
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1. 引言 

数学和力学界对于固体中带有裂纹的孔口类问题一直以来都非常关注，而准晶作为一种新的固体结

构材料[1]必会引起广大学者的重视。经研究发现，要想深入探究准晶的弹性问题，就不仅仅需要探究其

内的声子场，还需去探究与声子场相耦合的相位子场。准晶自被发现以来，对带裂纹的准晶进行塑性模

拟的研究就变得极其活跃，建立物理模型的方法则成为了大部分学者的选择[2]。很多学者灵活地运用复

变函数中的保角映射法、复势法以及傅里叶变换等方法，同时结合物理模型，对各类带裂纹的准晶孔口

问题都做了很有意义的探究[3] [4] [5] [6]，并逐渐在该知识领域里形成了系统的知识网络。本文基于

Barenblatt 和 Dugdale 的理论观点[7]，讨论了一维六方准晶中带双裂纹椭圆孔口的问题，并对其裂纹尖端

进行了塑性模拟。 

2. 一维六方准晶中带双裂纹椭圆孔口问题的塑性模拟 

2.1. 一维六方准晶中的基本公式 

一维六方准晶中的广义 Hooke 定律为[8] 

( )

11 11 11 12 22 13 33 1 3 22 12 11 11 22 13 33 1 3

33 13 11 13 22 33 33 2 3 23 32 44 23 3 2

31 13 44 31 3 1 12 21 66 12 1 3 31 2 1

2 3 23 2 2 3 1 11 22 2 33 1 3

,
, 2

2 , 2 , 2
2 ,

C C C R w C C C R w
C C C R w C R w

C R w C H R K w
H R K w H R R K w

σ ε ε ε σ ε ε ε
σ ε ε ε σ σ ε
σ σ ε σ σ ε ε

ε ε ε ε

= + + + = + + +
= + + + = = +

 = = + = = = +
= + = + + +







              (1) 

其中， [ ]11 22 33 23 31 12 3 2 1, , , , 2 , 2 , 2 , , ,ij iw w w wε ε ε ε ε ε ε  =  是声子场和相位子场的应变分量， 

[ ]11 22 33 23 31 12 3 2 1, , , , , , , , ,ij jH H H Hσ σ σ σ σ σ σ  =  是这两个场的应力分量， iR 是耦合的弹性常数， ijC 、 iK 是

声子场、相位子场的独立弹性常数，且有 ( )66 11 12 2C C C= − 。几何方程为 

( ) 2,ij j i i j j ju u w vε = ∂ + ∂ = ∂                                  (2) 

其中 , , 1, 2,3j i i ju u x i j∂ = ∂ ∂ = ，这里 iu 是指声子场的各位移分量，v 指相位子场的位移。 

其平衡方程为(不计体力) 

1 11 2 12 3 13 1 21 2 22 3 23

1 31 2 32 3 33 1 1 2 2 3 3

0, 0
0, 0H H H

σ σ σ σ σ σ
σ σ σ

∂ + ∂ + ∂ = ∂ + ∂ + ∂ =
∂ + ∂ + ∂ = ∂ + ∂ + ∂ =

                        (3) 

上述的就是广义胡克定律、几何方程以及平衡方程构成了弹性理论中一维六方准晶的基本方程。 
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在这里，我们以图 1 模型中的坐标轴 3x 为准晶的准周期方向，由于准晶的几何对称性，所以裂纹穿

过 3x 轴时，即横穿一维六方准晶中的准周期方向时，变形就不再随着 3x 的变化而变化，故有 

3 3 3 30, 0, 0, 0, , 1, 2,3i ij ju v H i jσ∂ = ∂ = ∂ = ∂ = =                         (4) 

把式(4)代入式(1)~(3)，上述问题就能被简化为两个问题来求解，其中一个问题可以依据文献[9]中介

绍的经典弹性理论求解[10]，接下来我们主要讨论第二个问题，即 

23 32 44 23 3 2 31 13 44 31 3 12 , 2C R w C R wσ σ ε σ σ ε= = + = = +                       (5) 

1 3 31 2 1 2 3 23 2 22 , 2H R K w H R K wε ε= + = +                            (6) 

1 31 2 32 1 1 2 20, 0H Hσ σ∂ + ∂ = ∂ + ∂ =                              (7) 

3 3 3 2, , 1, 2j j j j ju w v jε ε= = ∂ = ∂ =                             (8) 

将上文的(8)式代入到(5)、(6)后，得到的结果再代入(7)，得到 
2 2

44 3 3 0C u R v∇ + ∇ = ， 2 2
3 3 2 0R u K v∇ + ∇ = ，其中， 2 2 2 2 2

1 2x x∇ = ∂ ∂ + ∂ ∂ 。 

在 2
44 2 3 0C K R− ≠ 时，有 

2 2
3 0, 0u v∇ = ∇ =                                     (9) 

显然，该问题最后可以化为方程组(9)去求解。显然地，我们可以用两个解析函数的实部来表示 3u 和

v [11]，即 

( ) ( )3 1 1Re , Reu z v zφ ψ= =                                (10) 

其中 Re 代表复变函数的实部， 1 2z x ix= + 。 

2.2. 一维六方准晶中带双裂纹椭圆孔口问题的塑性模拟 

如图 1 模型所示，其中 a 为椭圆孔口的长半轴，b 为椭圆孔口的短半轴，孔口每边的裂纹长为 c a− ，

如 2.1 中所述， 3x 轴为准周期方向，裂纹穿透该方向。方程(9)为该二维弹性问题的控制方程[12]，这种

情形下，平衡方程为 

1 11 2 12 1 21 2 22 1 31 2 32 1 1 2 2  0, 0, 0, 0.H Hσ σ σ σ σ σ∂ + ∂ = ∂ + ∂ = ∂ + ∂ = ∂ + ∂ =               (11) 

根据 Dugdale 的观点，在裂纹的尖端附近存在“内聚力区域”，假设屈服应力是 Yσ ，其裂纹尖端附

近的塑性区域长为 R (如图 1)，则边界条件为： 

1 2 32 2

2 2
1 2 32 3 0 31 1 2

2 2
1 2

32 2

1 2 32 2

2 2

, 0 : 0, 0
, 0 :

: , , 0

1:

0

0, 0

,Y

a x c x H
c x c R x

x x H H H
x x H
a b

H

σ τ τ

σ
σ

σ

σ

σ



 < < = = =
 < < + = =

+ →∞ = = = = =

+

− =

= = =                       (12) 

这个边值问题可以归结为以下两个子问题的叠加： 
2 2
1 2 32 3 0 31 1 2

2 2
1 2

32 2

1 2 32

2 2

2

: , , 0

, 0 :

1: 0

,

, 0

0 0

x x H H H
x x H
a
a x c R x H

b

σ τ τ σ

σ

σ

+ →∞ = = = = =

+ = =






 < < + = = =

=                      (13a) 

与 
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2 2
1 2 32 31 1 2

2 2
1 2

3

1

2 22 2

2 32 2

1 2 32 2

: 0

1: 0, 0

, 0 : 0, 0
, 0 : , 0Y

x x H H
x x

a x c x H
c x c R x

H
a b

H
σ

σ σ

σ σ

σ





 < <

+ →∞ = = = =

+

= = =

= =


 <

=

< + = = − =

                        (13b) 

 

 
Figure 1. Plastic simulation of elliptical orifice with double cracks in one-dimensional 
hexagonal quasi-crystals 
图 1. 一维六方准晶中带双裂纹椭圆孔口问题的塑性模拟 

 
对于问题(13a)，若准晶只在椭圆孔口以及双裂纹的表面受到了 32 2 0, Hσ τ τ= − = − 的作用，而在无穷

远处没有受到任何外应力的作用，那么，除去一个常数项外，这两个问题的解是等价的。现在，我们考

虑只在椭圆孔口、所带双裂纹的表面受到 32 2 0, Hσ τ τ= − = − 作用的问题，该问题的边界条件为 

2 2
1 2 32 31 1 2

2 2
1 2

32 2 0

1

2

2 02

2

32

: 0

1: ,

,, 0 :

x x H H
x x H
a b

Ha x c R x

σ σ

σ τ τ

σ τ τ

+ → ∞ = = = =

+ = = − = −

= −






= −

 < < + =

                         (14) 

这里裂纹面的相位子场应力 0τ 只是从物理角度的一个假设，其具体的测量值到目前还没有相关的报

道，也可以简单假设为 0 0τ = 。下面求解边值问题(9)与(14)。 
令 1 2 , 1z x ix i= + = − ，若 ( )f z 为解析函数，则有 

1 2

d d,
d d

f f f fi
x z x z
∂ ∂

= =
∂ ∂

                                  (15) 

若 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2, , Re Imf z P ix x x fxQ f z i z= + = +                      (16) 

则依 Cauchy-Riemann 关系，有 

1 2 2 1

,P Q P Q
x x x x
∂ ∂ ∂ ∂

= = −
∂ ∂ ∂ ∂

                                 (17) 

结合(5)、(6)、(8)、(10)、(15)，有 
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23 32 44 1 3 1
2 2

13 31 44 1 3 1
1 1

1 2 1 3 1 2 2 1 3 1
1 1 2 2

Re Re

Re Re

Re Re , Re Re

C R
x x

C R
x x

H K R H K R
x x x x

σ σ φ ψ

σ σ φ ψ

ψ φ ψ φ

 ∂ ∂
= = + ∂ ∂

 ∂ ∂ = = +
∂ ∂

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + = +

∂ ∂ ∂ ∂

               (18) 

利用式(17)，上式可写为 

31 32 44 1 3 1 1 2 2 1 3 1,i C R H iH K Rσ σ φ ψ ψ φ′ ′ ′ ′− = + − = +                        (19) 

其中 1 1d dzφ φ′ = ， 1 1d dzψ ψ′ = 。由(19)可知， ( )23 32 44 1 3 1Im C Rσ σ φ ψ′ ′= = − + ， ( )2 2 1 3 1ImH K Rψ φ′ ′= − + ，

任一个函数 ( )f z ，都满足 ( ) ( )Im 2f z f f i= − ，从而有 

( ) ( )

( ) ( )
32 23 44 1 1 3 1 1

2 2 1 1 3 1 1 0

1
2

1
2

C R
i

H K R
i

σ σ φ φ ψ ψ τ

ψ ψ φ φ τ

  ′ ′ ′ ′= = − − + − +  

  ′ ′ ′ ′= − − + − + 

                       (20) 

若 L 是带有双裂纹的椭圆孔口，则式(14)就变为 

( ) ( )
( ) ( )

44 31 1 1 1

2 1 1 3 1 1 0

2

2

C

i

R

K R

iφ φ ψ ψ

ψ ψ φ φ τ

τ′ ′ ′− −

′ ′ ′ ′−



+ − =

+ =



  z L∈                           (21) 

作保角映射 

( )
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

24 42 2 2 2

24 42 2 2 2

2 1 1 1 1 2 1 1

2 8
8  

2 2 1 1 1 1 2 1 1

d d ka bz
d

a b d

d d k

ζ ζ ζ ζ
ω ζ

ζ
ζ

ζ ζ ζ ζ

+ + + − + + − + −+
= =

−
+

+ + + − + + − + −

         (22) 

其中 

( ) ( )
( )

2 2 2 4 2

22

6 1,
1

c R c R a b d dd k
a b d

+ + + − + + +
= =

+ −
                     (23) 

单位圆周τ 被映射为带双裂纹的椭圆孔 L，ζ 平面上的单位圆也被保角映射到 z 平面上带有双裂纹椭

圆孔的外部，且有 ( )1 1c Rω− + → ， ( )1 bi iω− → − ， ( )1 1c Rω− − − → − ， ( )1 bi iω− − → 。 

令 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1 1,z zφ ζ φ φ ω ζ ψ ζ ψ ψ ω ζ= = = = ，则有 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1,z zφ φ ζ ω ζ ψ ψ ζ ω ζ′ ′ ′ ′ ′ ′= =                        (24) 

把该结果代入(21)中，再把单位圆上的点 eiθζ σ≡ = 代入后，得 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

3

44 44

3

2 2

0

2 ,

2
 

R i
C C

i
K K
R

ω σ ω σ τφ σ φ σ ψ σ ψ σ ω σ
ω σ ω σ

ω σ ω σ τ
ψ σ ψ σ φ σ φ σ ω σ

ω σ ω σ

 ′ ′
′ ′ ′ ′ ′− + − = 

′ ′  
 ′ ′

′ ′ ′ ′ ′− + − = 
′ ′  
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给上述两式的等号两端各乘以 ( )d 2 iσ σ ζπ − ，再沿着单位圆周τ 进行积分，得 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

3

44

3

44 44

1 1 1d d d
2 2 2

1 2 1d d
2 2

R
i i C i

R i
C i C i

τ τ τ

τ τ

φ σ ω σ φ σ ψ σ
σ σ σ

σ ζ σ ζ σ ζω σ

ω σ ψ σ ω στσ σ
σ ζ σ ζω σ

′ ′ ′ ′
− +

− − −′

′ ′ ′
− =

π π π

π π− −′

∫ ∫ ∫

∫ ∫
                (25) 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

3

2

3 0

2 2

1 1 1d d d
2 2 2

21 1d d
2 2

R
i i K i

R i
K i K i

τ τ τ

τ τ

ψ σ ω σ ψ σ φ σ
σ σ σ

σ ζ σ ζ σ ζω σ

ω σ φ σ ω στ
σ σ

σ ζ σ ζω σ

′ ′ ′ ′
− +

− − −′

′ ′ ′
− =

−

π π

′

π

π π −

∫ ∫ ∫

∫ ∫
                (26) 

因为在单位圆τ 内， ( )φ ζ′ 和 ( )ψ ζ′ 是解析函数，那么根据 Cauchy 积分定理，有 

( ) ( ) ( ) ( )1 1d , d , 1
2 2i iτ τ

φ σ ψ σ
σ φ ζ σ ψ ζ ζ

σ ζ σ ζ
′ ′

′ ′= =
π −π

<
−∫ ∫                    (27) 

由式(22)，得 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 2

24 42

2
24 42 2 2 2

2

1 1 1
1 1

1 2 1 1

8 2 1 1 1 1 2 1 1
8

d k
d

k

a b d a b d d k
d

ζ
ω ζ ζ

ζ ζ ζ

ζ ζ ζ ζ
ζ

 
− + + ′ = − + + 

 + + − + − 
  +    × − + − + + + − + + − + −        

 (28) 

由式(28)，以及 1σ σ= ，有 ( ) ( ) 21ω σ ω σ σ′ ′ = − 。 

( )φ ζ′ 、 ( )ψ ζ′ 可以展成下面的 Taylor 级数，因为它们都是 1ζ < 内的解析函数， 

( ) ( )
0 0

, , 1n n
n n

n n
a bφ ζ ζ ψ ζ ζ ζ

∞ ∞

= =

′ ′= = <∑ ∑  

而 ( )φ σ′ 与 ( )ψ σ′ 可看作
0

1 1
n

n
n

aφ
ζ ζ

∞

=

   ′ =   
   

∑ ，
0

1 1
n

n
n

bψ
ζ ζ

∞

=

   ′ =   
   

∑ 在单位圆周τ 上的边值，所以(25)与

(26)中的
( )
( )

( )
ω σ

φ σ
ω σ

′
′

′
与

( )
( )

( )
ω σ

ψ σ
ω σ

′
′

′
是 1ζ > 内的函数 2

1 1φ
ζζ
 ′−  
 

、 2

1 1ψ
ζζ
 ′−  
 

的边值。利用文献[7]中

所提到的无穷远处的 Cauchy 积分公式，即， 1ζ < ，有 

( )
( )

( ) ( )
( )

( )1 1d d 0
2 2i iτ τ

ω σ φ σ ω σ ψ σ
σ σ

σ ζ σ ζω σ ω σ

′ ′ ′

π
=

−′ π

′
=

− ′∫ ∫                      (29) 

把式(29)和式(28)代入式(25)以及(26)，可得 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3

44 44

3 0

2 2

2 1 d
2

2 1 d
2

R i
C C i

R i
K K i

τ

τ

ω στφ ζ ψ ζ σ
σ ζ
ω στ

ψ ζ φ ζ σ
σ ζ

′
′ ′+ = −

 ′ ′ ′+ −π
=

π



∫

∫
                        (30) 

由式(28)知， ( )ω ζ′ 在单位圆外 1ζ > 是解析的，在 1ζ ≥ 上是连续的，利用无穷远处的 Cauchy 积分
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公式，并令其结果为 ( )F ζ  

( ) ( )
( )( )

( )
2 11 d

2 4

d a b
F

i dτ

ω σ
σ ω ζ

σ ζ

+ +′
′= ∞ =

π
=

−∫                      (31) 

将式(31)代入式(30)得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 0

44 44 2 2

22 ,
R R ii F F
C C K K

ττφ ζ ψ ζ ζ ψ ζ φ ζ ζ′ ′ ′ ′+ = + =                 (32) 

由上式可得 

( ) ( ) ( ) ( )2 0 3 0 44 3
2 2

44 2 3 44 2 3

2 , 2
K R C R

i F i F
C K R C K R
τ τ τ τ

φ ζ ζ ψ ζ ζ
− −′ ′= =
− −

                  (33) 

利用式(24)，有 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2 0 3
1 2

44 2 3

0 44 3
1 2

44 2 3

2

2

i K R F
z

C K R

i C R F
z

C K R

τ τφ ζ ζ
φ

ω ζ ω ζ

τ τψ ζ ζ
ψ

ω ζ ω ζ

′ −
′ = = ′ ′−


′ − ′ = = ′ ′−

                         (34) 

将上式代入式(19)，得 

( )
( )

( )
( )31 32 1 2 02 , 2

F F
i i H iH i

ζ ζ
σ σ τ τ

ω ζ ω ζ
− = − =

′ ′
                        (35) 

对于问题(13b)，边界条件(13b)可以写为 

( ) ( )
( ) ( )

44 1 1 1 1

2 1

3

1 11 3 0

,

.

2 Y

K

C R i

R

φ φ σ

φ φ

ψ ψ

ψ ψ

′ ′−

′ ′− + =

 ′ ′− + = −


′ ′−

                            (36) 

做相同的保角变换(22)，并把式(24)代入式(36)，整理后得： 

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )
( )

( )

3

2

44 44

3

2 ,

0.

YR i
C C

R
K

ω σ ω σ σ
φ σ φ σ ψ σ ψ σ ω σ

ω σ ω σ

ω σ ω σ
ψ σ ψ σ φ σ φ σ

ω σ ω σ

  ′ ′
 ′ ′ ′ ′ ′− + − = − 

′ ′    


 ′ ′
′ ′ ′ ′− + − = 

′ ′   

 

同上一个问题类似，得： 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

3

44

3

44 44

1 1 1d d d
2 2 2

21 1d d
2 2

Y

R
i i C i

R i
C i C i

τ τ τ

τ τ

φ σ ω σ φ σ ψ σ
σ σ σ

σ ζ σ ζ σ ζω σ

ω σ ψ σ ω σσ
σ σ

σ ζ σ ζω σ

′ ′ ′ ′
− +

− − −′

′ ′ ′
− = −

− −′

π π π

π π

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( )

3

2

3

2

1 1 1d d d
2 2 2

1 d 0
2

R
i i K i

R
K i

τ τ τ

τ

ψ σ ω σ ψ σ φ σ
σ σ σ

σ ζ σ ζ σ ζω σ

ω σ φ σ
σ

σ ζω σ

π π π

′ ′ ′ ′
− +

− − −′

′ ′
− =

−′π

∫ ∫ ∫

∫
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由 Cauchy 积分定理有： 

( ) ( ) ( ) ( )1 1d , d , 1
2 2i iτ τ

φ σ ψ σ
σ φ ζ σ ψ ζ ζ

σ ζ σ ζ
′ ′

′ ′= =
π −π

<
−∫ ∫  

结合式(28)，(29)，(31)得到： 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3

44 44 2

2 , 0YR Ri F
C C K

σ
φ ζ ψ ζ ζ ψ ζ φ ζ′ ′ ′ ′+ = − + =  

求解上式，可得： 

( ) ( ) ( ) ( )32
2 2
3 2 44 2 44 3

22 , YY iRiK F F
R K C K C R

σσ
φ ζ ζ ψ ζ ζ′ ′= =

− −
                    (37) 

利用式(24)，有 

( ) ( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

2
1 2

3 44 2

3
1 2

44 2 3

2

2

Y

Y

FiKz
R C K

FiR
z

C K R

φ ζ ζσ
φ

ω ζ ω ζ

ψ ζ ζσ
ψ

ω ζ ω ζ

′
′ = = ′ ′−

 ′ ′ = = ′ ′−

                           (38) 

将上式代入式(19)，得 

( )
( )31 32 1 22 , 0Y

F
i i H iH

ζ
σ σ σ

ω ζ
− = − − =

′
 

上式说明材料常数和应力的分布是不相关的，这个结论和经典弹性理论是吻合的。解上述方程组以

及(35)，可得到应力 31σ 、 32σ 、 1H 、 2H 。 

3. 应力强度因子的计算 

材料会发生塑性变形是因为在裂纹尖端有高度的应力集中，那么应力的最大值就超过了原材料的塑

性极限，同时会在裂纹尖端产生所谓的塑性区[13]。而裂纹顶端附近的应力与位移均由应力强度因子所控

制[14]，因此去求解材料的应力强度因子无论在断裂力学还是弹性力学中都显得极其重要。 

( )
( )

( )
( )1 1

Ш Ш 0lim 2 , lim 2
F F

K K
ζ ζ ζ ζ

ζ ζ
τ τ

ω ζ ω ζ
⊥

→ →
= =

′′
π

′′
π‖                     (39) 

该公式用来计算ζ 平面上的应力强度因子，其中 1ζ 为与裂纹的顶端相对应的点。 
对于问题(13a)而言，由式(28)可知 

( )
( ) ( ) ( )

( )

2 2 2

2

1 1 1
, 1

2 1

d d a d b

d d
ω ζ ζ

 + − + + ′′ → →
−

                     (40) 

又由式(31)有 

( )
( )( )2 1

, 1
4

d a b
F

d
ζ ζ

+ +
→ →                               (41) 

从而有 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

4

2 2

2 1
, 1

4 1 1

a b dF

d d a d b

ζ
ζ

ω ζ

+ −
→ →

′′  − + + 

                       (42) 
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结合(39)，可得在 1ζ = 处，有 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

4

Ш 1 2 2

4
0

Ш 01 2 2

1
lim 2

2 1 1

1
lim 2

2 1 1

a b dF
K

d d a d b

a b dF
K

d d a d b

ζ

ζ

τζ
τ

ω ζ

τζ
τ

ω ζ

→

⊥

→

+ −
= =

′′  − + + 

+ −
= =

′′  − +

π

+

π

π

 

π

‖

                    (43) 

这是裂纹尖端附近的声子场应力强度因子与、相位子场应力强度因子，同样的方法可计算得问题(13b)的
应力强度因子为 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

4

Ш 1 2 2

1
lim 2

2 1 1
Y

Y
Y

a b dF
K

d d a d b
σ

ζ

σζ
σ

ω ζ→

+ −
= − = −

′′  − + +

π



π



                 (44) 

4. 裂纹尖端塑性区尺寸的计算 

根据 Dugdale 的观点，在虚拟的裂纹尖端总应力强度因子应该等于零，即 0K =∑ ，那么一维六方准

晶中，在裂纹尖端均需要满足这个等式，利用上文中求得的应力强度因子，代入该等式，便可以得到这

两个问题中塑型区域的尺寸大小，因此我们有： 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

4 4

Ш Ш
2 2 2 2

1 1
0

2 1 1 2 1 1
Y

Ya b d a b d
K K

d d a d b d d a d b
σ

τ σ+ − + −
+ = − =

   − + + − + +

π

  

π
‖  

对于一维六方准晶中带双裂纹的椭圆孔口问题，根据上文分析以及文献[8]，我们可知问题中的塑性

区域 R 的尺寸大小均由下式确定 

sec 1
2 Y

R a τ
σ

  
= −  

   

π


 

当在这个问题中，我们令 0, 0a b→ → ，那么就有 

2

2 1
Y

R c τ
σ
 

= − 
 

 

计算过程如下： 

当 0b → 时，
2 2c c ad

a
+ −

→ ，则
( )2 2

2
2

2
1

c c c a
d

a

+ −
= − ，且有 

( )4 2 2 2 2 2 2
4

4

8 8 4 2
1

c a c c c a c a
d

a

− + − −
= + ，则对于式 І І 0YK Kστ + = ， І

YKσ 式中有 

( )2 2c R c R a
d

aσ

+ + + −
→ ，经过化解，得

( ) ( )
( ) ( )

4 22

2 4 2

1 1

1 1Y

d d d

d d d
σ

σ σ

τ
σ

− −
=

− −
，再令 0a → ，有 

( )
( )

43 2

3 24

8 16

16 8 Y

c c R c R
cc c R

τ
σ

⋅ + +
= =

⋅ +
。 
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因此解得
2

2 1R c τ
σ
 

= − 
 

。此时问题转化为了中心裂纹问题，裂纹长为 ( )2 c R+ ，而式 sec 1
2 Y

a τ
σ

  
−  

 

π

 
 

与式
2

2 1
Y

c τ
σ
 

− 
 

是近似相等的，其中 a 由 c 代替，而这个结果与文献[8]中的结果是相吻合的。 

5. 结语 

本文基于 Dugdale 的观点，对一维六方准晶中带双裂纹椭圆孔口的反平面剪切问题进行了裂纹尖端

的塑性模拟，并获得了一维六方准晶带双裂纹椭圆孔口问题中裂纹尖端发生塑性变形时内聚力区域的尺

寸，这对于弹性体塑性变形的研究以及断裂力学都是有一定意义的，同时也为之后这方面的研究提供了

一个理论参数。 
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