
Advances in Applied Mathematics 应用数学进展, 2020, 9(7), 1054-1065 
Published Online July 2020 in Hans. http://www.hanspub.org/journal/aam 
https://doi.org/10.12677/aam.2020.97125    

文章引用: 李东升, 吴有富, 林挺. 一种基于 ALD 和 AEP 分布的贝叶斯分位数回归[J]. 应用数学进展, 2020, 9(7): 
1054-1065. DOI: 10.12677/aam.2020.97125 

 
 

A Bayesian Quantile Regression  
Based on ALD and AEP  
Distribution 

Dongsheng Li1, Youfu Wu2, Ting Lin1 
1School of Data Science and Information Engineering, Guizhou Minzu University, Guiyang Guizhou 
2Guizhou Vocational and Technical College of Communications, Guiyang Guizhou 

 
 
Received: Jul. 1st, 2020; accepted: Jul. 15th, 2020; published: Jul. 22nd, 2020 

 
 

 
Abstract 
In this paper, the asymmetric exponential power distribution (AEP) and asymmetric Laplace dis-
tribution (ALD) are used to make assumptions about the error terms of the quantile regression 
model, and the parameters of Bayesian quantile regression are estimated for this. Aiming at the 
complexity of the posterior density of parameters, the Gibbs sampling algorithm is used to sample 
the posterior parameters of the ALD distribution and AEP distribution. According to the numerical 
simulation results, the error following the AEP distribution is assumed to be more adaptable to 
the data than the ALD distribution. 
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摘  要 

本文采用非对称指数幂分布(AEP)与非对称拉普拉斯分布(ALD)对分位数回归模型的误差项进行假定，对

此进行贝叶斯分位数回归的参数估计。针对参数后验密度的复杂性，采用吉布斯抽样算法，对ALD分布

和AEP分布进行后验参数抽样。通过数值模拟结果可知，服从AEP分布的误差假定对数据的适应性比ALD
分布的要强。 
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1. 引言 

分位数回归模型传承于经典最小二乘回归模型，相比于经典最小二乘回归模型，分位数回归模型提

供了更多的信息，有利于解释因变量与自变量之间的关系。近年来，分位数回归在各个领域得到广泛的

应用，很多学者越来越关注因变量在任意分位数水平下与自变量的关系。 
1978 年 Koenker 首次提出“分位数回归”概念[1]，用于解释因变量与自变量之间的关系。1999 年

Koenker 和 Machado 研究了非对称拉普拉斯分布和分位数回归之间的关系[2]。2001 年 Keming Yu [3]介绍

了一种贝叶斯分位数回归思想，采用基于非对称拉普拉斯分布对参数进行估计，并证实无论数据的原始

分布如何，使用非对称拉普拉斯分布对贝叶斯分位数回归建模是一种非常自然且有效的方法。自此，贝

叶斯估计方法在分位数回归中有越来越多的应用。 
目前，对于分位数回归模型的研究，基本集中在贝叶斯分位数估计、离散选择分位数回归估计、分

位数处理效应模型以及无条件分位数回归方法的研究。针对贝叶斯分位数回归估计，它的关键在于将误

差项设定为服从某种分布，由于非对称指数幂分布的优良性质比非对称拉普拉斯分布较好，而且非对称

拉普拉斯分布还是非对称指数幂分布的一个特例，本文利用这一思想，使用非对称指数幂分布的似然函

数来进行贝叶斯分位数回归参数估计。 

2. 非对称拉普拉斯分布与非对称指数幂分布 

对贝叶斯分位数回归模型进行参数估计，需要假定分位数回归中的误差项服从非对称拉普拉斯分布

或者非对称指数幂分布。根据概率密度函数构建极大似然函数，依据贝叶斯定理，从参数先验分布中求

解后验分布。两种分布的概率密度函数如下： 
非对称拉普拉斯分布(Asymmetric Laplace Distribution, ALD)的概率密度函数为： 

( ) ( ) ( ) ( )
1

; , , exp , ,
p p yf y p p I y yµµ σ µ

σ σ
− − = − − ≤ ∈ −∞ +∞    

               (1) 

其中， 0 1p< < 为偏度参数， 0σ > 为尺度参数， µ−∞ < < +∞为位置参数。 
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非对称指数幂分布(Asymmetric Exponential Power Distribution, AEPD)是由 Zhu Dongming [4]等提出

的，其概率密度函数为： 

( )
( )

( ) ( )

1

2

1

AEP 1 2

2

1 exp ,
1

| , , ,
1 exp ,

1 1

p

p

y y
p

f y p p
y y

p

µ µ
σ ασ

µ σ α
µ µ

σ α σ

  −  − ≤
  Γ +
  = 

  − − >
 − Γ +  

               (2) 

其中， ( )Γ x 为 gamma 函数， 0 1α< < 为偏度参数， 0σ > 为尺度参数， 1 0p > 和 2 0p > 分别控制左尾和

右尾参数， µ−∞ < < +∞为位置参数。当
1
2

α = 和 1 2p p= 时，AEPD 分布为对称的指数幂分布；当
1
2

α =

和 1 2 2p p= = 时，AEPD 分布为标准的正态分布；当 1 2 1p p= = 时便是 ALD 分布； ( )1 2p p 值越小，则左

尾(右尾)越厚，α 值越大，则分布呈现为左偏。 

3. 贝叶斯分位数回归 

在进行贝叶斯分位数回归模型的参数估计时，需要构建一般线性回归模型，假定回归模型中的误差

项服从 ALD 分布与 AEP 分布，对此构建相应的似然函数。通过贝叶斯定理、参数先验分布求解该分布

的后验分布。由于似然函数的复杂性，为了更快的求解后验分布，采用吉布斯抽样算法的思想。 

3.1. 设线性回归模型 

1 1 2 2 1, , ;, 1, ,i i i k ik iy x x x i n k nβ β β ε= + + + + = =                       (3) 

其中， ix 为自变量， iy 为因变量， kβ 为未知参数向量，误差项 ( )~ ALD 0,1,iε τ 和 ( )1 2~ AEP 0, , , ,i p pε σ α 。 

3.2. 非对称拉普拉斯分布似然函数(ALD) 

根据假设分位数回归模型的误差项服从 ALD 分布，其似然函数为： 

( ) ( ) ( )T T1 1| , , exp
nn

i i p i in
i

p p
L y x p y xβ σ ρ β

σσ
−  = − − 

 
∑                    (4) 

其中， ( ) ( )( )0u u p I uτρ = − < 。 

为了在分位数回归中采用吉布斯算法，因此参考 2011 年 Kozumi 和 Kobayashi [5]在文章中给出的吉

布斯抽样方法，对此进行贝叶斯分位数回归参数估计。 

3.3. 非对称指数幂分布似然函数(AEPD) 

Naranjo 在 2012 [6]和 2015 [7]年对 SEP 分布和 AEP 分布进行相关的研究，提出了关于非对称指数幂

相关的理论和方法。 

设 [ ] 1

1

1 1 1

1

~ ,
11

pY U u U u

p

ασµ µ

 
 
 = −  
 Γ +    

， 1
1

1~ 1 ,1U Ga
p

 
+ 

 
，且概率为α ，和 
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( )
2

1

2 2 2

2

1
[ ] ~ ,

11

pY U u U u

p

α σ
µ µ

 
 

− = +  
 Γ +    

， 2
2

1~ 1 ,1U Ga
p

 
+ 

 
，且概率为 ( )1 α− ，则 ( )1 2~ AEP , , , ,Y p pµ σ α 。 

根据假设分位数回归模型的误差项服从 AEPD 分布，其似然函数为： 

( )

( )

( ) ( )

1

2

1 2 1 2

1
T T

1 1
1

1

1
T T

2 2

2

, , , | , , , ,

1 exp
11

1
exp

11

n
p

i i i
i

p
i i i

L y x u u p p

u I x u y x

p

u I x y x u

p

β σ α

ασβ β
σ

α σ
β β

=

  
  
  = − − < <    Γ +      

 
 −  + − < < +    Γ +      

∑                      (5) 

其中， ( )T
1, , ny y y=  ， ( )T

1 11 1, , nu u u=  ， ( )T
2 21 2, , nu u u=  ， ( )T

1, , nx x x=  ， ( )T
1, , nβ β β=  。 

根据贝叶斯定理，参数的联合后验密度为： 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1

2

1 2 1 2

1 2

1
T T

1 1 1
1 1

1

1
T T

2 2

2

, , , , , , | ,

1exp exp
11

1
exp

11

n

n n
p

i i i
i i

p
i i i

P u u p p y x

f f f f p f p

u u I x u y x

p

u I x y x u

p

β σ α

β σ α σ

ασβ β
σ

α σ
β β

−

= =

∝

   
   

  × − − − < <    Γ +      
 
 −  + − < < +    Γ +      

∑ ∑
               (6) 

其中， ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2, , , ,f f f f p f pβ σ α 均为待估参数的先验密度函数。 

设定参数的先验分布为： 

( )
( )
( )
( )

( )

1 2

1 2,

, ~ 1

~ ,

~ ,

~ ,

~ ,
i ip p

k

u u Exp

IG a b

Beta a b

p p N a b

N b B

σ σ

α α

σ

α

β











                                   (7) 

其中， ( )1Exp 为参数为 1 的指数分布，IG 为逆伽玛分布，Beta 为贝塔分布，N 为正态分布， kN 为多元

正态分布。 
根据贝叶斯定理可得参数的待估后验密度为： 
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1) 1 2,u u  

( )

( )
( )

( )

( )
( )

( )

1

1

1 1 2

T

1 T
1 1

T

1 T
1

| , , , , , ,

1Γ 1

1Γ 1
1

i

p
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i i i i

p

i i

i i i

P u y x p p

x y
p

f u I u y x
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p

Exp I u y x

β σ α

β
β
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β
β

ασ

    − +  
   ∝ > <  
      
    − +  
   ∝ > <  
      

                     (8) 

( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

2

2

2 1 2

T

2 T
2 2

T

2 T
2

| , , , , , ,

11

1

11
1

1

i

p

i i

i i i i

p

i i

i i i

P u y x p p

y x
p

f u I u y x

y x
p

Exp I u y x

β σ α

β
β

α σ

β
β

α σ

    − Γ +  
   ∝ > >  −      
    − Γ +  
   ∝ > >  −      

                     (9) 

其中， ( )I ⋅ 为指示函数。 

2) σ  

( )

( ) [ ]

( ) [ ]

1 2 1 2| , , , , , , ,
1

1 ,

n

P y x u u p p

f I

IG n a b Iσ σ

σ α β

σ σ σ
σ

σ σ

∝ >

∝ − + >

                              (10) 

当 1 0iu > 时， 1

1
T

1

1

11

p
i i ix u y

p

ασβ − <
 

Γ + 
 

，化简为： 

( )
1

T

1
1
1

11i i

p
i

x y
p

u

β
σ

α

 
− Γ + 

 >  

当 2 0iu > 时，
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2

1
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2

2

1
11

p
i iy x u

p

α σ
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−
< +

 
Γ + 
 
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2
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i i
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y x
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 
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由此可得：

( ) ( )
( )1 2

T T

1 2
1 1
1 2

1 1Γ 1 Γ 1
max ,

1

i i i i

p p
i i

x y y x
p p

u u

β β
σ

α α

    
− + − +    

    =  
− 

  

。 

3) α  
( ) ( ) [ ] ( ) [ ]1 2 1 2| , , , , , , , ,P y x u u p p f I Beta a b Iα αα σ β α α α α α α α∝ < < ∝ < <          (11) 

当 1 20, 0i iu u> > 时，有
( )

1 2

1 1
T T

1 2

1 2

1
1 1Γ 1 Γ 1

p p
i i i ix u y x u

p p

α σασβ β
−

− < < +
   
+ +   

   

 

化简可得：

( ) ( )
1 2

T T
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1 1
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1 1Γ 1 Γ 1
max 0, min 0,1

i i i i

p p
i i

x y y x
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      < < −   
   
      
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  
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2

T

2
1
2

1Γ 1
min 0,1

i i

p
i

y x
p

u

β
α

σ

  
− +  

  = − 
 
  

 

4) 1 2,p p  
( )
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                      (13) 
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5) β  
设 ( )T

1 1 1, , , , ,j j j kβ β β β β− − +=   为不含第 j 个参数的向量，β 的先验分布服从多元正态分布，根据贝

叶斯定理和多元正态分布性质可得： 

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1 2

* *

| , , , , , , , , ,

, , ,

j j

j j j j j j j j j
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β β α σ β

β β β β β β β

−

   ∝ ∈ ∝ ∈   
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其中， 1, ,j k=  ， ( ) ( )( ) ( ) ( )( )* 1
j j j j j j j jb b B B bβ−

− − − − −= − − ， ( ) ( )( ) ( )
* 1
j jj j j j j j jB B B B B−

− − − −= − ；由似然函数可知： 
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−
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当 0ijx > 时，化简为： 
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( )
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当 0ijx < 时，化简为： 
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由此可得： 
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4. 数据模拟分析 

针对一般化的形式，数据由以下设定生成： 

( )
1 1 2 2

1 2

1, 2, ,
~ 0,100

,

3, 2,

i i

i

y x x i n
x unif

β β ε

β β

= + + =


 = =



                            (15) 

由于不同的误差项分布会影响分位数回归系数的变化，本文将讨论误差项 ( )~ ALD 0,1,i pε 和

( )1 2~ AEP 0, , , ,i p pε σ α ，生成两种不同的模拟数据。 

图 1 给出了标准化非对称拉普拉斯分布的密度图。从中可以看到，随着偏度参数(p)不断的变化，该

分布也呈现出不同的变化：当 0.1p = 时，ALD 密度图的取值集中在中右尾，当 0.3p = 时，ALD 密度图

呈现左偏现象，取值偏在右尾，当 0.5p = 时，两侧分布是对称的。 
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Figure 1. Normalized asymmetric Laplace distribution (ALD) density map 
图 1. 标准化非对称拉普拉斯分布(ALD)密度图 

 
图 2 给出了非对称指数幂分布(AEPD)随偏度参数(α )变化密度图。从图中可以看到，随着偏度参数α

不断的增大，该图呈现左偏现象。 
 

 
Figure 2. Density diagram of asymmetric exponential power distribution (AEPD) with skewness pa-
rameter (α) 
图 2. 非对称指数幂分布(AEPD)随偏度参数(α)变化密度图 

 
图 3 给出了非对称指数幂分布(AEPD)随着左尾参数( 1p )变化密度图。从图中可以看出，随着左尾参

数 1p 不断的减小，该分布呈现左尾厚重的现象。 
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Figure 3. Density diagram of asymmetric exponential power distribution (AEPD) as a function of the 
left tail parameter ( 1p ) 
图 3. 非对称指数幂分布(AEPD)随着左尾参数( 1p )变化密度图 

 
图 4 给出了非对称指数幂分布(AEPD)随着左尾参数( 2p )变化密度图。从图中可以看出，随着左尾参

数 2p 不断的减小，该分布呈现右尾厚重的现象。 
 

 
Figure 4. Density diagram of asymmetric exponential power distribution (AEPD) with the right tail 
parameter ( 2p ) 
图 4. 非对称指数幂分布(AEPD)随右尾参数( 2p )变化密度图 

 
针对模型(15)产生相应的分布数据，ALD 分布随机数可由 R 语言中 ald 包中的 rALD 函数生成；对
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于 AEPD 分布随机数可由 3.3 节中生成。采用 Gibbs 抽样算法对两种分布进行参数抽样，在对非对称指

数幂分布进行参数抽样时，可依据(8)、(9)、(10)、(11)、(12)、(13)和(14)进行贝叶斯条件后验密度参数抽

取。从条件后验密度中可以看出，对每种共轭分布进行参数抽样时，都必须进行截断处理，可使用 R 语

言中的 LaplacesDemon 包，对常见的截断分布进行随机数抽样。 
 
Table 1. Comparison table of estimated simulated values and true values following ALD distribution and AEP distribution 
表 1. 服从 ALD 分布和 AEP 分布的估计模拟值与真值对照表 

样本量 服从分布 分位点 1β  2β  σ  α  1p  2p  

25 

真值 - 3 2 1 - 0.5 2 

ALD 

0.25 3.21769  2.61343  - - - - 

0.5 2.99164  2.50190  - - - - 

0.75 2.80045  2.27823  - - - - 

AEP 

0.25 3.09100  2.01110  1.04400  0.32920  0.50870  2.10583  

0.5 3.12700  1.97490  1.05900  0.49630  0.50710  2.13347  

0.75 3.14700  1.96430  1.03000  0.69330  0.50680  2.14629  

75 

ALD 

0.25 3.48854  1.86533  - - - - 

0.5 3.12252  1.75050  - - - - 

0.75 3.17599  1.80351  - - - - 

AEP 

0.25 2.82540  2.08200  1.01400  0.32836  0.50990  2.11686  

0.5 2.77225  2.55186  1.01900  0.49516  0.50750  2.13644  

0.75 3.10410  2.02950  1.01000  0.69320  0.49980  2.13935  

100 

ALD 

0.25 2.89894  1.83473  - - - - 

0.5 2.99395  2.03291  - - - - 

0.75 2.78297  1.85832  - - - - 

AEP 

0.25 2.82131  1.95700  1.01000  0.33197  0.50200  2.07409  

0.5 2.89455  1.94560  1.01400  0.49911  0.50090  2.08550  

0.75 3.06794  1.96022  1.00700  0.69420  0.50040  2.11248  

 
从上表 1 中可以看出，非对称指数幂分布对于贝叶斯分位数回归来说是非常适应的，由于非对称指

数幂的优势，在处理数据的偏度和重尾时，非对称拉普拉斯分布就稍逊一些，ALD 分布只能处理偏度问

题，对于拖尾的数据，ALD 分布并没有参数对其进行控制，所以 AEP 分布相对处理起来就比 ALD 分布

灵活一些，也更适合现在的数据。在低分位点和高分位点可以看出，对于未知参数的估计有所变化，ALD
分布的参数估计使得参数值在变小，而 AEP 分布的参数估计却在变大。也可以看到，AEP 分布在其他未

知参数的估计也比较接近真实值；在样本量为 25 时，AEP 分布的模拟结果更加接近真实真；在样本量为

100 时，各分位点下，AEP 分布的模拟结果都稍接近真实值。 
图 5 中给出了样本量为 100 时，迭代 5000 次，去掉前 500 次，服从 ALD 分布的 1β ， 2β 在 0.25 分

位点的 MCMC 抽样轨迹图，可以看出，均在设定值上下波动，因此抽样构成的马尔科夫链收敛。 
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Figure 5. Traces of MCMC sampling values of 1β  and 2β  following ALD distribution 
图 5. 服从 ALD 分布的 1β ， 2β 的 MCMC 抽样值轨迹图 

 
图 6 中给出了样本量为 100 时，迭代 5000 次，去掉前 300 次，服从 AEP 分布的 1β ， 2β 在 0.25 分

位点的 MCMC 抽样轨迹图，可以看出，均在设定值上下波动，因此抽样构成的马尔科夫链收敛。 
 

 
Figure 6. Traces of MCMC sampled values of 1β  and 2β  following AEP distribution 
图 6. 服从 AEP 分布的 1β ， 2β 的 MCMC 抽样值轨迹图 
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5. 结束语 

本文对贝叶斯分位数回归的参数估计，从以往的 ALD 分布扩展到 AEP 分布，并对 ALD 分布和 AEP
分布进行 Gibbs 算法抽样。从 ALD 分布和 AEP 分布的密度图可以看出，AEP 分布相对于 ALD 分布来说

对于数据的适应性更强。从模拟的情况来看，AEP 分布针对数据在低分位和高分位时，参数的估计值会

比较接近真值，这也体现了它的优势。由于 AEP 分布的特点，AEP 分布在金融数据中会得到更好的运用，

由于金融数据的复杂性，ALD 分布在厚尾状况下，无法对数据进行处理，而 AEP 分布刚好能处理这方面

的问题。 
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