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Abstract 
In this paper, following the definition of star operator on complex compact manifold from Mor-
row-Kodaira version, and combining with the Griffiths-Harris version of star operator, we give 
again the definition of star operator from the theorem view point. Via this mean, on one hand, we 
can reveal the original and interesting beauty of some complicated coefficients attached to the lo-

cal expression of star operator, such as 2 p q+ , ( )
2

1 nC np+− , ( )1 2
n

− ; on the other hand, it is clear to 

see that there are some delicate differences between two classical definitions of star operator. 
Furthermore, it causes that there are subtle differences between adjoint operators corresponding 
the holomorphic operator and anti-holomorphic operator on the space ( )( ),p qA MΓ  by ( ),p q  
type differential forms under the global Hermitian inner product. 
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摘  要 

本文仿照Morrow-Kodaira版本的紧复流形上的星算子定义，结合Griffiths-Harris版本的星算子，从定
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理的观点再引出星算子定义。通过这种方式，一方面可以揭示星算子局部表达式中附带的一些复杂系数

如 2 p q+ 、( )
2

1 nC np+− 、( )1 2
n

− 的本源及趣味之美，另一方面可以清晰地看到经典的两种星算子存在的微

妙差异，并引发全纯算子、反全纯算子在 ( ),p q 型形式空间 ( )( ),p qA MΓ 的整体Hermite内积之下的伴随

算子的细微差别。 
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1. 引言 

在著名的 Hodge 分解定理中，∗算子可以进一步构建出外微分算子 d、全纯微分算子 ∂和反全纯微分

算子 ∂关于微分形式整体内积的伴随算子 dδ ∗= 、 ∗∂ 、 ∗∂ 及相应的椭圆型 Laplace 算子 d dd d d∗ ∗∆ = + 、
∗ ∗

∂∆ = ∂∂ + ∂ ∂、 ∗ ∗
∂∆ = ∂∂ + ∂ ∂。虽然 ∗算子的构建想法来自于体积微元，但由于它的局部表达式含有一

些稍繁杂的系数，特别是教材读本直接给出公理化定义，这给读者的认知和应用带来不少障碍。 
在 n 维紧致定向 C∞ 黎曼流形 ( ),M g 上，r 次外微分形式空间 ( ) ( )( )r rA M C M∞= Λ 上的 ∗算子

( ) ( ): r n rA M A M−∗ → 使得 , gdVϕ ψ ϕ ψ= ∧∗ ，而在复 n 维紧致复流形 M 上，双指标 ( ),p q 型外微分形

式空间 ( ) ( ) ( )( ),p q p q
p qA M C T M T M∞ ∗ ∗′ ′′= Λ ⊗Λ 上定义的 ∗ 算子 ( ) ( ), ,: p q n p n qA M A M− −∗ → 基于体积元

!n nω  (这里 ( ) 21 2 dsω = − ， 2ds 为M的一个Hermite度量)和局部内积 , z
使得 , !n

z nϕ ψ ω ϕ ψ= ∧∗ 或

ϕ ψ∧∗  (参阅[1], pp. 82-83, [2], pp. 93-97)。 
在经典的 Morrow-Kodaira 版本和 Griffiths-Harris 版本， ( ),p q 型形式ϕ 和ψ 的局部表达式有所差异

之下考虑如何给出合适的表达式的问题，本文结合[1]和[2]的定义方式，从自然余切标架{ }
1

ni

i
dz

=
表示 ( ),p q

形式ϕ 和ψ 出发，用定理的方式揭示 ∗算子满足 3 个美妙的结论：i) , !n
z nϕ ψ ω ϕ ψ= ∧∗ ；ii) ∗算子

为实算子：ψ ψ∗ = ∗ ；iii) ( ) ( ), 1p q
p q

A M Id+∗∗ = − 。而考虑如何构造对系数因子如 2 p q+
、( )1 2

n
− 、( )

2

1 nC np+−

等出现的根源问题，在推导过程中我们引进多重指标 pI 、 n pI − 、 qJ 、 n qJ − 、 PK 、 n PK − 、 qL 、 n qL − 给出

Hermite 度量矩阵 

( )
1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1 2 1 2

1 2 1 2
sgn sgn det

n

n

p n p q n q

n n n n

i j i j i j

i j i j i j
i jI I J J

n n

i j i j i j

h h h

h h h n n
h h

i i i j j j
h h h

− −

   
= =    

   





 

 

   



 

和 ( ),p q 形式的分量指标升降。这是一个既有趣又要克服复杂符号变化的探索活动。在此基础上再给出

( ),p qA M 上∗算子的局部表达式，我们就可以避免直接代数定义 ∗算子带来的不友好以致惊恐于它系数的

神秘色彩。 
对照 Griffths-Harris 版本与当前的定义，可以照见它们分别基于ϕ ψ∧∗ 和ϕ ψ∧∗ 的微妙差异，我们认

为前者更倾向于在代数角度来维系与实光滑 r 次微分形式空间 ( )( )rC M∞ Λ 上∗算子的一致性，后者更倾
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向于几何角度，遵循整体内积 ( ), 和局部内积 , z
的 Hermite 性质——复共轭的反对称性。进而基于

( ),p qA M 上的整体内积 ( ), 给出 d、 ∂、 ∂的伴随算子 d δ∗ = 、 ∗∂ 、 ∗∂ ，从它们与 ∗算子及 d、 ∂、 ∂的

微妙关系中，我们也看到当前∗算子的定义与 Griffiths-Harris 定义引发的进一步细微差异。最后我们拓展

到三类 Laplace 算子 d∆ 、 ∂∆ 、 ∂∆ ，它们一方面具有椭圆算子性质，另一方面在 ( ) ( ), 1p q
p q

A M Id+∗∗ = − 之

下与 ∗算子可交换，而且当实 ( )1,1 形式ω 为 Kähler 形式时， ( )1 2 d∂ ∂∆ = ∆ = ∆ 。实际应用中，计算 ∂∆ 从

∗算子的局部表达式出发，可以给出粗糙的 Weitzenböck 公式 ( ) ( )1
1

n
k IJkkIJ Aψ ψ ψ

=
∆ = − ∇ ∇ +∑  ([1], pp. 

97-98)。 

2. 基本知识 

2.1. ∂ 、 ∂算子 

设 M 为一个复 n 维紧致复流形，M 上一点 z 处的余切空间 zT M∗ 作复化分解为 

( ) ( ) ( ) ( ), ,z z z z zT M T M T M T T M∗ ∗ ∗ ∗ ∗′ ′′ ′′ ′= ⊕ =                           (2.1) 

其中， ( )zT M∗′ 为反全纯余切空间， ( )zT M∗′′ 为全纯余切空间。在局部坐标系 { }1, , nz z z=  下， 

( ) { } ( ) { }1 1
, .

n n
z j z jj j

T M span dz T M span dz∗ ∗

= =
′ ′′= =  

于是，n 次外微分形式空间有如下分解 

( ) ( ) ( )( ).n p q
z z zp q n

T M T M T M∗ ∗ ∗

+ =
′ ′′Λ = ⊕ Λ ⊗Λ  

相应地，可记 

( ) ( ), ,n p q

p q n
A M A M

+ =
= ⊕                                   (2.2) 

其中， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }, , , .p q p q p q
z zA M A M z T M T M z Mϕ ϕ ∗ ∗′ ′′= ∈ ∈Λ ⊗Λ ∀ ∈                  (2.3) 

一个形式 ( ),p qA Mϕ ∈ 被称为 ( ),p q 型外微分形式。 
由于 ( ) ( ) ( ) ( )( )p q

z z zd z T M T M T Mϕ ∗ ∗ ∗′ ′′∈ Λ ⊗Λ ∧  ，由(2.1)知 ( ) ( )( )1, , 1p q p qd A M A Mϕ + +∈ ⊕ ，故可定

义两个算子 

( ) ( )
( ) ( )

, 1,

, , 1

:

:

p q p q

p q p q

A M A M

A M A M

+

+

∂ →

∂ →
                                  (2.4) 

为 
( ) ( )1, 1 1,, ,p q p qd dπ π+ + +∂ = ∂ =   

其中 ( )1,p qπ + 和 ( ), 1p qπ + 分别为投影映射 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

1, 1,

1,,

:p q n p q

p qj k

j k n

A M A M

A M

π

ψ π ψ

+ +

+

+ =

→

= ∑ 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

, 1 , 1

, 1,

:p q n p q

p qj k

j k n

A M A M

A M

π

ϕ π ϕ

+ +

+

+ =

→

= ∑ 
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这样， d = ∂ + ∂。 

在局部坐标 ( )1, , nz z z=  下， ( ),p qA Mϕ ∈ 的局部表达式写成 

( ) ( )

( )

1 1
1 1

1 2
1 2

1 1
1 1

1 1

1
1

, , 1 , , 1

1 1
! !

ip q

p q
p

q

ip q

p q
p q

ji j
i i j j

i i i n
j j j n

n n
ji j

i i j j
i i j j

z z dz dz dz dz

z dz dz dz dz
p q

ϕ ϕ

ϕ

≤ < < < ≤
≤ < < < ≤

= =

= ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

= ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

∑

∑ ∑

 





 

 

 

 

                (2.5) 

进而 

( )
( )

1 1 1 1

1 2
1 2

1 1
1

ip q p q

p
q

n i i j j ji jj

i i i n j j
j j j n

z
z dz dz dz dz dz

z

ϕ
ϕ

≤ < < < ≤ =
≤ < < < ≤

∂
∂ = ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

∂∑ ∑
 





               (2.6) 

( )
( )

1 1 1 1

1 2
1 2

1 1
1

ip q p q

p
q

n i i j j ji jj

i i i n j j
j j j n

z
z dz dz dz dz dz

z

ϕ
ϕ

≤ < < ≤ =
≤ < < ≤

∂
∂ = ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧

∂∑ ∑
 





               (2.7) 

特别地，一个 ( ),0p 形式 ( ),0pA Mϕ ∈ 若满足 0ϕ∂ = ，则ϕ 被称为全纯 ( ),0p 形式，这意味着，局部

坐标系下，由(2.5)、(2.6)知 

( ) ( ) ( ) 1
1

1 2# 1
,p

p
p

iiI
I i i

I p i i i n
z z dz z dz dzϕ ϕ ϕ

= ≤ < < < ≤

= = ∧ ∧∑ ∑




  

其中 ( ) ( )
1 pI i iz zϕ ϕ=


是全纯函数(即 ( ) 0, 1, 2, ,I jz z j nϕ∂ ∂ = ∀ =  )，多重指标 { }1, , pI i i=  。 

2.2. Dolbeault 上同调群 

由于
2 2

i j j iz z z z∂ ∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ ，
2 2

i j j iz z z z∂ ∂ ∂ = ∂ ∂ ∂ ，所以由(2.6)知 

( ) ( ) ( ), , 1 ,
2 0,p q p q p qA M A M A M+∂ = ∂ ∂ =  

简记 2 0∂ = ； 

( ) ( ) ( ), 1, ,
2 0,p q p q p qA M A M A M+∂ = ∂ ∂ =  

简记 2 0∂ = 。 
注意到 2 0d = ，而 ( )2 2 2∂ + ∂ = ∂ + ∂∂ + ∂∂ + ∂ ，所以 ∂∂ = −∂∂ 。 

由 ( ),
2 0p qA M

∂ = ， ( ),
2 0p qA M

∂ = ，所以有 

( )( ) ( ) ( ),
, 1 , ker ,p q

p q p q
A M

A M Z M−
∂∂ ⊂ = ∂  

( )( ) ( ) ( ),
1, , ker ,p q

p q p q
A M

A M Z M−
∂∂ ⊂ = ∂  

于是可定义商群为 

( ) ( ) ( )( ), , , 1 ,p q p q p qH M Z M A M−
∂ ∂= ∂  

( ) ( ) ( )( ), , 1, .p q p q p qH M Z M A M−
∂ ∂= ∂  

前者称为 Dolbeault 上同调群。 
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2.3. 厄米特(Hermite)度量 h 与正的(1,1)形式ω  

在维数为 n 的复流形 M 上的一个 Hermite 度量是指在任意 z M∈ 的全纯切空间 

( ){ }1,0 1z z zT M T M v T M Jv v′= = ∈ = − 上给定的一个正的 Hermite 内积 

( ) ( ) ( ), ,z zz T M T M′ ′⋅ ⋅ = ⊗ →   

( ) ,i j
i j z

h z
z z

 ∂ ∂
=   ∂ ∂ 

 

是光滑函数，且 

, ,ji i j
j i i j

h h
z z z z

   ∂ ∂ ∂ ∂
= = =      ∂ ∂ ∂ ∂   

                               (2.8) 

针对 ( ) ( )( ) ( ) ( )z z z zT M T M T M T M
∗

∗ ∗′ ′′′ ′⊗ = ⊗ 的基底 { }i jdz dz⊗ ，M 的 Hermite 内积 ( ), z⋅ ⋅ 由对应的

Hermite 度量 2ds 可表示为 

( )2
, 1 ,n

i ji ji jds h z dz dz
=

= ⊗∑  

满足 1) ( ) ( )i j j ih z h z= ； 
2) ( ), 1 0n i

ji ji j h z ξ ξ
=

≥∑ ，“=”成立当且仅当 

( )1, , 0.nξ ξ ξ= =                                     (2.9) 

Hermite 度量 2ds 的一个余标架是一个 ( )1,0 型形式的 n 元串{ }1, , nϕ ϕ 使得 
2

1
n

j jjds ϕ ϕ
=

= ⊗∑                                    (2.10) 

这里 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1,0 1 0 1 ,j z z z zA M T M T M T M C T Mϕ ∗ ∗ ∗ ∞ ∗′ ′′ ′ ′′∈ = Λ ⊗Λ = Λ ⊗  ， 1, 2, ,j n=  。 

这意味着由全纯切空间 ( )zT M′ 上的内积诱导全纯余切空间 ( ) ( ){ }0z zT M T Mϕ ϕ∗ ∗′ = ∈ ∂ = 上的 Hermite

内积之下， ( ) ( ){ }1 , , nz zϕ ϕ 是 ( )zT M∗′ 的一个单位正交基底。显然余标架场 ( ){ } 1

n
i i

zϕ
=
总是局部存在的；在

全纯坐标系{ } 1

n
j j

z
=
下，对 z M∀ ∈ ，取 ( )zT M∗′ 的全纯自然基底{ }1, , ndz dz ，应用 Gram-Schmidt 正交化过

程就可以构造一个余标架场。 
下面讨论 Hermite 度量 2ds 的实部和虚部，诱导出实微分流形 2nM 上的两个特殊度量—黎曼度量和近

Kähler 形式度量。 
由于有自然的实线性同构 ( ) ( )z zT M T M′→ ，所以 M 上的 Hermite 度量 2ds 的实部 

( ) ( )2Re z zds T M T M= ⊗ → 

                               (2.11) 

是 M 上的一个黎曼度量，称为 Hermite 度量 2ds 的诱导黎曼度量。同时也看出 2ds 的虚部 

( ) ( )2Im z zds T M T M= ⊗ → 

  

是交错的，它表示一个二次实微分形式，取 ( ) 21 2 Im dsω = − ，称为 Hermite 度量的伴随 ( )1,1 型形式。为

给出 2Re ds 和ω 的显表达式，设{ }1, , nϕ ϕ 为 2ds 的一个标架， 1j j jϕ α β= + − ， 1, ,j n=  ， jα ， jβ 为

实微分形式，即 

{ }1 1, , , , , ,j j n nSpan dx dy dx dyα β ∈   

https://doi.org/10.12677/pm.2020.107081
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( )1 , ,n
j k k k k k kk dx dyα λ µ λ µ

=
= + ∈∑ ，  

( )1 , .n
j k k k k k kk dx dyβ λ µ λ µ

=
= + ∈∑  

 
，  

则 

( ) ( )
( )

( )

2
1

1

1

1

1 1

1

n
j jj

n
j j j jj

n
j j j jj

n
j j j jj

ds ϕ ϕ

α β α β

α α β β

α β β α

=

=

=

=

= ⊗

= + − ⊗ − −

= ⊗ + ⊗

+ − − ⊗ + ⊗

∑
∑
∑

∑

                          (2.12) 

从而诱导黎曼度量和伴随 ( )1,1 形式ω 可显式表示为 

( )2
1Re n

j j j jjds α α β β
=

= ⊗ + ⊗∑                              (2.13) 

( ) 2
11 2 Im .n

j jjdsω α β
=

= − = ∧∑                              (2.14)

 
注意到 

( ) ( )1 1 2 1 ,j j j j j j j jϕ ϕ α β α β α β∧ = + − ∧ − − = − − ∧  

即 

( ) ( )1 2 1 1 2 .j j j j j jα β ϕ ϕ ϕ ϕ∧ = − − ∧ = − ∧  

(2.14)可以改写为 

( ) ( ) 2
11 2 1 2 .n

j jj dsω ϕ ϕ
=

= − ∧ = −∑                            (2.15) 

从(2.15)知，Hermite 度量 2ds 可以从伴随(1,1)形式中直接还原出来，即 
2 2 1 .ds ω= − −                                       (2.16) 

若对 z M∀ ∈ ，取全纯坐标系 ( )1, , nz z ，任意全纯切向量 ( )zv T M′∈ ，有 

( ) ( ) ( ) ( )2 21 , 1 2 , 1 2 , 0,z z
z v v ds v v ds v vω− ∧ = − ∧ = − >  

则微分形式ω 是一个正的 ( )1,1 形式。若 ( ) ( ) ( ), 11 2 n
i ji ji jz h z dz dzω

=
= − ∧∑ 的系数矩阵 ( )( )i jh z 是一个正

定的 Hermite 矩阵，则微分形式ω 是正的。 

3. 星算子的构造性定义及局部表达式子 

3.1. 体积元和整体内积 

设 ( ),p qA M 表示 M 上 ( ),C p q∞
型外形式的层，下面对 ( )( ),, p qA Mϕ ψ ∈Γ 引入 Hermite 内积 ( ),ϕ ψ ，

使得 ( )( ),p qA MΓ 成为一个内积空间。 
前面在紧复流形 M 上引进 Hermite 度量 ( )2

, 1
n

i ji ji jds h z dz dz
=

= ∧∑ ，伴随这个度量，就有近 Kähler
形式 

( ) ( ) ( ), 1 11 2 1 2n n
i j j ji ji j jh z dz dzω ϕ ϕ

= =
= − ∧ = − ∧∑ ∑  

和体积元 

https://doi.org/10.12677/pm.2020.107081
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2

1 1

1 1

1 1 2 2

1 1 2 2

! 1 2 1

1 2 1 det

1 2 det 3.1

det 3.2

n

n

n Cn
n n
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 


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这里 1i i idz dx dy= + − ， 1,2, ,i n=  。 
记 ( )i jh 的逆矩阵 ( ) 1

i jh
−
为 ( )i jh ，即 ( ) ( ) 1i j

i jh h
−

= ，则 

1

1, ,
0, ;

n
i j i

j k k
j

i k
h h

i k
δ

=
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≠
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1
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0, .

n
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ki j
j

i k
h h

i k
δ

=

=
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∑  

切向量 ( )zu T M∈ 的长度
2

, 1
n i j

i ji ju h u u
=

= ∑ ，而 ( ), zu v T M∈ 的局部内积 

( ), 1, .n i j
i ji jzu v h z u v

=
= ∑  

对于 z M∈ ， ( )( ),, p qA Mϕ ψ ∈Γ 的局部表达式为 

( ) 1 1
1 1

1 1

1 1
1 1
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1 2
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∑
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ϕ

=
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

 

 

                  (3.4) 

则ϕ 和ψ 的局部内积定义为 

( ) 1 1 1 1
1 1 1 1

1 1 1 1, , , , , 1 , , , , , 1

1,
! !

p p q q

p q p q
p q p q

n n
k i j lk i j l

i i j j k k l l
i i j j k k l l

z h h h h
p q

ϕ ψ ϕ ψ
= =

= ∑ ∑
 

 

   

 
           (3.5)

 
和整体内积定义为 

( ) ( ) ( ) ( ) 1 11, , , det
! 2

nn
n n

i jM M
z z h dz dz dz dz

n
ωϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ

 −
= = ∧ ∧ ∧ ∧  

 
∫ ∫             (3.6)

 满足： 
1) ( ) ( ), ,ϕ ψ ψ ϕ= ； 
2) ( ) ( ) ( ), , ,a b a bϕ η ψ ϕ ψ η ψ+ = + ， ,a b∀ ∈； 
3) ( ), 0ϕ ϕ ≥ ， ( ), 0ϕ ϕ = 当且仅当 0ϕ = 。 
按照通常范数的表示， ϕ 的定义为 ( ),ϕ ϕ ϕ= 。 

3.2. 多重指标记符的引进 

为了简化(3.3)至(3.5)的符号，有必要引进如下一些多重指标等记符： 
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( )1 2 1 2, , , , 1p p pI i i i i i i n= ≤ < < < ≤  , 

( )1 2 1 2, , , 1n p p n p p nI i i i i i i n− + + += ≤ < < < ≤  , 

( )1 2 1 2, , , , , , ,p n p p p p nI I i i i i i i− + +=   为 ( )1, , , 1, ,p p n+  的一个置换。类似的， ( )1, ,q qJ j j=  ，

( )1, ,n q q nJ j j− +=  ， ( )1, ,p pK k k=  ， ( )1, ,n p p nK k k− +=  ， ( )1, ,q qL l l=  ， ( )1, ,n q q nL l l− +=  。 

( )
111 12

221 22
12 1 2

1 2
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n
i j n n

nnn n

h h h
h h h

h h

h h h

= =
 





   



                           (3.7) 
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3.8

1 2
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n
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n
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n
h
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h
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= =

 
=  

 
   

=    
   

 

 





   







 

 

 

这样， , ,ϕ ψ ψ 可以简记为 

( ) 1

,
,p q p p

p q
p q

I J I ii
I J

I J
z dz dz dz dz dzϕ ϕ= ∧ = ∧ ∧∑                         (3.10) 

( ) 1

,
,p q q q

p q
p q

K L L ll
K L

K L
z dz dz dz dz dzψ ψ= ∧ = ∧ ∧∑                        (3.11) 

( ) ( )
, , ,

1p q q p q p

p q p q q p
p q p q p q

pqK L L K L K
K L K L L K

K L K L K L
z dz dz dz dz dz dzψ ψ ψ ψ= ∧ = − ∧ = ∧∑ ∑ ∑         (3.12)

 

其中， 

( )1
q p p q

pq
L K K Lψ ψ= −                                    (3.13) 

再引进记号 

1 1 1 1

,

I Jp q p p q q

p q
p q

i k l ji k l j
K L

K L
h h h hψ ψ= ∑                              (3.14) 

则ϕ ，ψ 的局部内积可表示为 

( ) ( ) ( )
, , ,

, 1 1p q q p q p

p q p q p q
p q p q p q

pq pqI J J I L K
I J I J K L

I J I J K L
zϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ= = − = −∑ ∑ ∑ .            (3.15)

 

3.3. 星算子的构造与定义 

为了便于从整体内积 ( ),ϕ ψ 的表达式(3.6)中构造互相伴随的算子，我们引进一种线性算子称为∗算子。 
定理 3.1：存在一个线性算子 ( )( ) ( )( ), ,: p q n p n qA M A M− −∗ Γ → Γ 满足 
i) 存在 

( ) ( ) ( ),
!

n

z z z
n
ωϕ ψ ϕ ψ= ∧∗                                 (3.16) 
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ii) ψ ψ∗ = ∗ ，即∗是一个实算子； 
iii) ( )1 p qψ ψ+∗∗ = − 。 
证明：1˚从(3.1)知 

( ) ( )
( ) ( ) ( )2

1 1 2 2
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! 1 2 det

1 2 1 detn

nn n n
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= − − ∧ ∧ ∧ ∧ ∧ ∧





 

结合(3.8)和(3.9)，将 pI 换成 pK ， pJ 换成 pL ，得 

( )
2

1 1
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! 2

n
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nn
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(3.17) 
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+
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+
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(3.17)可以改写为 

( ) ( )
2

! 1 2 1 n p n p q n q

p n p q n q

n C K K L Ln
K K L Ln h dz dz dz dzω − −

− −
= − − ∧ ∧ ∧                 (3.18) 

结合(3.15)，(3.18)变为 

( ) ( ) ( ) ( )
2 ,

,
,

, 1 1 2 1
!

n q p p n p q n q

p q p n p q n q
p q

n npq C L K K K L L
K L K K L L

K L
z h dz dz dz dz

n
ωϕ ψ ϕ ψ − −

− −
= − − − ∧ ∧ ∧∑ .    (3.19) 

2˚为了从(3.19)中分离出 ( )zϕ ，由(3.10)知应交换 n pKdz − 和 qLdz ，而 

( )( )1 ,n p q q n pn p qK L L Kdz dz dz dz− −−∧ = − ∧  

所以(3.19)可以改写为 

( ) ( ) ( )
2

,
,

, 1 2 1
!

n q p p q n p n q

p q p n p q n q
p q

n n C nq L K K L K L
K L K K L L
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n
ωϕ ψ ϕ ψ − −

− −

+= − − ∧ ∧ ∧∑ .      (3.20) 

下面从(3.20)中的 p q

p q

K L
K L dz dzϕ ∧ 引出(3.10)的 ( )zϕ 表达式。注意到 

0p n pI Kdz dz −∧ ≠ 当且仅当 p pI K= ， 

0q n qJ Ldz dz −∧ ≠ 当且仅当 q qJ L= ， 

所以 

,

p q n p n q p q n p n q

p q p q
p q

K L K L I J K L
K L I J

I J
dz dz dz dz dz dz dz dzϕ ϕ− − − −∧ ∧ ∧ = ∧ ∧ ∧∑  

代入(3.20)得 

( ) ( ) ( )
2

, ,
, 1 2 1

!
np q q p n p n q

p q p n p q n q
p q p q

n n C nqI J L K K L
I J K K L L

I J K L
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n
ωϕ ψ ϕ ψ − −
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+   
= ∧ ∧ − − ∧      
   
∑ ∑ . (3.21) 
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对照所证的(3.16)，只需定义 

( ) ( ) ( )
2.

,
1 2 1 n q p n p n q

p n p q n q
p q

def n C nq L K K L
K K L L

K L
z h dz dzψ ψ − −

− −

+∗ = − − ∧∑ .                (3.22) 

结合(2.11)与(2.12)中的 p 与 q 的反转及(3.13)的因子 ( )1 pq− ， 

( ) ( ) ( )
2 ,

,
1 2 1 n p q n q n p

q n q p n p
q p

n C np L K K L
K K L L

K L
z h dz dzψ ψ − −
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或 
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2
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z h dz dzψ ψ − −
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+∗ = − − ∧∑ .                 (3.23)' 

3˚至于定理 3.1(ii)，由(3.23)得 
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( ) ( ) ( )( )

2

2

2

2

,

,

,

1 2 1

1 2 1 1

1 2 1 1 1 1

1 2 1

n p q n q n p
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h
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

,
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L
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       (3.24) 

由于 

( )( ) ( )2 2 1 2 ,n nC pn n pq n p n q C n n nq nq+ + + + − − = + + − +  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
2 21 21 1, 1 1, 1 1 ,n nn n nq C pn n pq n p n q C nq+ − + + + + − − +− = − = − = −  

所以将(3.24)中的 pL 换成 pK 、 qK 换成 qL ，结合(3.22)，得到 

( ) ( ) ( ) ( )
2 ,

,
1 2 1 .n q p n p n q

p n p q n q
p q

n C nq L K K L
K K L L

K L
z h dz dz zψ ψ ψ− −
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+∗ = − − ∧ = ∗∑ 

  

4˚为简化计算，我们逐点检验定理 3.1(iii)。对 0z M∀ ∈ ，可以假定通过坐标变化使得 ( )0i j i jh z δ= 。

因在 0z 的邻域内不一定成立 i j i jh δ= ，只能假定在 0z 处满足。于是 
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   
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   
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1

1 11 1

0 0 0 0 0 0
,

0
,

0

p q p p q q

p q
p q

q q p qp p
p q
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I J
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L K
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=
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 

 

 

从而(3.23)中 

( ) ( ) ( )0 0
,

,n q n p

n q n p
q p

K L
K L

K L
z z dz dzψ ψ − −

− −
∗ = ∗ ∧∑   

其中 ( ) ( )
,

p q

p q
p q

K L
K L

K L
z z dz dzψ ψ= ∧∑ ， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2

-

2

0 0

1 2
0

1 2

1 2 1

1 2 1 sgn

n p q

q n q p n pn p n q

n

n C np L K
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p q
n
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z h z
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z

l l l

ψ ψ

ψ

− −−

+

+
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 
= − −  

 







               (3.25) 

进而由 

( )( ) ( ) ( )0 0
,

,
p q

p q

p q
L K

K L

L Kz z dz dzψ ψ∗∗ = ∗∗ ∧∑   
  

的分量 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

2

0 0

1 1
0

1 1

1 2 1

1 2 1 sgn

n

n

n q n p

n C n n q n q n p
n p p n q qp q

n C n n q p n p
K L

q n q

K L
L L K KL K z z

l l l l
z

k k k k

hψ ψ

ψ
− −

+ − − −

− −

+ − +

+

∗∗ = − − ∗

 
= − − ∗ 

 

  

 



 

 代入(3.25)，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2
2

2 1 1
0 0

1 1

2
0

1 2 1 sgn 1 2 1

1 2 1

n

p qp q

p q

nn p q C npp p n
L KL K

q q n

n p q
L K

l l l l
z z

k k k k

z

ψ ψ

ψ

+ ++

+

+

  
∗∗ = − − −  

   

= −

 

 

 

 
故 

( )( )21 2 1 .p qnψ ψ+∗∗ = −                                   (3.26) 

为了得到定理 3.1(iii)的结果，需要对(3.23)或(3.23)'的定义增添一个常数，才能抵消(3.26)中的 21 2 n 。

为此定义 

2 ,p qψ ψ+∗ = ∗                                      (3.27) 

则 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
2

12 2 2 2 1 1 .
2

p q p qn p n q n p n q p q n
nψ ψ ψ ψ ψ+ +− + − − + − +∗ ∗ = ∗ ∗ = ∗∗ = − = −                   

定义 3.2：对于 n 维紧致复流形 M 上的 ( ),p q 型C∞ 形式空间 ( )( ),p qA MΓ ，定义一个整体的 ∗算子 

( )( ) ( )( ), ,: ,p q n p n qA M A M− −∗ Γ → Γ  

使得 

( ) ( ), ,
!

n

z z
n
ωϕ ψ ϕ ψ= ∧∗  
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即 

( ) ( ) ( ), ,
M

z zϕ ψ ϕ ψ= ∧∗∫  

若 

( ) ( )
,

,p q

p q
p q

I J
I J

I J
z z dz dzψ ψ= ∧∑  

则由(3.27)的定义 

( ) ( )
2

,2 1 2 1 .n p q n q n p

q n q P n pq p

n C np J I I Ip q
I I J JI J h dz dzψ ψ − −

− −

++∗ = − − ∧∑                 (3.28) 

根据定理 3.1(iii)，知 

( )1 .p qψ ψ+∗∗ = −  

即 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,1 .p q p q
p q

A M A MId+∗∗ = −                               (3.29) 

3.4. 星算子的性质和相关的伴随算子 

命题 3.3： ( )( ),, p qA Mϕ ψ∀ ∈Γ ，有 
.ϕ ψ ψ ϕ∧∗ = ∧∗                                     (3.30) 

证明：由于 

( ) ( ), .
!

n

z z
n
ωϕ ψ ϕ ψ∧∗ =  

根据(2.15)知
1

n
j jjω α β

=
= ∧∑ 为实形式， n nω ω= ， , 为 Hermite 内积， 

( ) ( ), ,z zϕ ψ ψ ϕ=  

所以 

( ) ( ) ( ), .
!

n

z z z
n
ωϕ ψ ψ ϕ ψ ϕ∧∗ = = ∧∗  

而由定理 3.1(ii)知 

.ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ∧∗ = ∧∗ = ∧∗  

故 
.ϕ ψ ψ ϕ∧∗ = ∧∗  

有了 ∗算子，就可以定义 ∂、 ∂和 d 的伴随算子。 
定义 3.4：对于 ( )( ),p qA Mψ ∈Γ ，分别定义 3 类线性算子如下： 

( )( ) ( )( ), 1,: ,p q p qA M A M∗ −∂ Γ → Γ  

( )( ) ( )( ), , 1: p q p qA M A M∗ −∂ Γ → Γ , 

( )( ) ( ) ( )( ) ( ), 1 ,

1
: ,r p q r p q

p q r p q r
A M A M A M A Mδ −

+ = + = −
Γ = ⊕ → Γ = ⊕  

ψ ψ∗∂ = −∗∂ ∗ , ψ ψ∗∂ = −∗∂ ∗ , dδψ ψ= −∗ ∗  
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命题 3.5：设 M 为紧致的 n 维复流形，则有 
1) ( ) ( ), ,ϕ ψ ϕ ψ∗∂ = ∂ , ( )( ), 1p qA Mϕ −∀ ∈Γ , ( )( ),p qA Mψ ∈Γ ; 
2) ( ) ( ), ,ϕ ψ ϕ ψ∗∂ = ∂ , ( )( ),p qA Mϕ∀ ∈Γ , ( )( )1,p qA Mψ +∈Γ ; 
3) ( ) ( ), ,dϕ ψ ϕ δψ= , ( )( )rA Mϕ∀ ∈Γ , ( )( )1rA Mψ +∈Γ . 
证明：根据整体内积与 ∗算子的关系，结合分部积分来证明。 
设η ϕ ψ= ∧∗ ，则 ( )( ), 1n nA Mη −∈Γ ，这时 0η∂ = ， ( )dη η η= ∂ + ∂ = ∂ 。于是由 Stokes 公式，有 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1

1

0 1

, 1

p q

M M M M M M
p q

M

dη η η ϕ ψ ϕ ψ ψ

ϕ ψ ϕ ψ

+ −

∂

+ −

= = = ∂ = ∂ ∧∗ = ∂ ∧∗ + − ∂ ∗

= ∂ + − ∧ ∂ ∗

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
∫

           (3.31) 

利用 ( )( ),q pA Mψ ∈Γ ， ( )( ),n p n qA Mψ − −∗ ∈Γ ， ( ) ( )( ), 1n p n qA Mψ − − +∂ ∗ ∈Γ ， 

( )( ) ( ) ( ), 1
1 11 1n q n p

n q n p p q
A M Id Id− − +

− + − + + −

Γ
∗∗ = − = − , 

(3.31)可写作 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )

1, 1

,

p q

M M

M M

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ

ϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ

+ −

∗ ∗

∂ = − ∧ − ∂ ∗ = − ∧∗∗ ∂ ∗

= − ∧∗∗∂ ∗ = ∧∗∂ = ∂

∫ ∫

∫ ∫
 

同理可证命题 3.5(2)和(3)。 
注记 3.6：在应用∗算子时，要特别注意两个版本的差异： 
1) Griffiths and Harris 的《代数几何原理》定义的 ∗算子([1], p. 82])为 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ), !nz z n z zψ η ω ψ η= ∧∗ ，取 ( )
,

I JI J
I J

zη η ϕ ϕ= ∧∑ ，则 

0 0,2 p q n
IJ IJI J I J

η ε η ϕ ϕ+ −∗ = ∧∑ ,                              (3.32) 

其中， { }0 1, ,I n I= − ， IJε 是下列置换的符号 

0 0 0 0
1 2 1 1 1

1 2 1 1 1

p q n p n q

p p p q p q n n
i i i j j i i j j− −

 + + + +
  
 

   

   

, 

即 

0 0 0 0
1 2 1 1 1

1 2 1 1 1
sgnIJ

p q n p n q

p p p q p q n n
i i i j j i i j j

ε
− −

 + + + +
=   

 

   

   

, 

这保持了紧致可定向光滑流形上 ( )rA M 的 ∗算子形式(参阅[3], p. 346-348)。而这里定义 3.2 采用

Morrow-Kodaira ([2], p. 93)定义 ( ) ( )z zψ η∧∗ ，产生的过程主要兼顾 Hermite 内积的局部性质

( ) ( ) ( ) ( ), ,z z z zψ η η ψ= ， ( )( ),n q n pA Mψ − −∗ ∈Γ ， ( )( ),n p n qA Mψ − −∗ ∈Γ 。 
2) 定义的差异引起的 ∂， ∂的伴随算子 ∗∂ ， ∗∂ 与∗算子的表达差异。Griffiths 和 Harris 版本的∗算

子恰好有 ∗∂ = −∗∂ ∗， ∗∂ = −∗∂ ∗，而 Morrow 和 Kodaira 版本的∗算子恰好有 ∗∂ = −∗∂ ∗， ∗∂ = −∗∂ ∗。

后者出现 ∗∂ 与 ∂， ∗∂ 与 ∂对应，这个共轭的差异，虽不如前者在代数基础和谐，但在几何意义注重了与

整体内积 ( ),ψ η 满足 ( ) ( ), ,ψ η η ψ= 相对应。 
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