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Abstract 
In this paper, for acquiring the sparse nonnegative solution of underdetermined linear equations, 
the original problem is relaxed into a 0l  regularized optimization model. An active set identifica-
tion technique is developed to accurately identify the zero components in a neighbourhood of the 
strict L-stationary point. Based on the active set identification technique, we propose an active set 
Barzilar-Borwein method to solve a 0l  regularized minimization model. Numerical results show 
that the algorithm can effectively solve the sparse nonnegative solutions of underdetermined li-
near equations. 
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摘  要 

针对欠定线性方程组稀疏非负解的求解问题，本文首先将原问题松弛为 0l 正则优化模型。随之提出有效集

方法识别严格L-稳定点邻域内的零分量，基于这种快速识别技术，设计了有效集Barzilar-Borwein算法求

解 0l 正则极小化模型。最后的数据实验证明该算法可以快速有效地求解欠定线性方程组的稀疏非负解。 
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1. 引言 

基于欠定线性方程组 Ax b= ，这里 mb R∈ ， nx R∈ ，A 是 ( )m n m n× < 的矩阵，b 是已知的，x 是未

知的，本文只考虑非负解 0x ≥ 的部分。寻找欠定线性方程组的稀疏非负解，就是求解如下的优化问题： 

0min

s.t. , 0.

x

Ax b x= ≥
                                   (1) 

其中 0x 指向量 x 中非零分量的个数。这类问题在信号处理，图像恢复和多光谱数据处理等领域引起了

广泛的研究[1] [2] [3]。 
在现有的研究成果中，主要用贪婪法和松弛法来解决问题(1)。贪婪法主要包括正交匹配追踪算法[4]，

正则化正交匹配追踪算法[5]以及压缩采样匹配追踪[6]和子空间追踪[7]。这种类型的算法由于其相对较快

的计算速度，而在实践中得到了广泛的应用。然而，当信号不是很稀疏或观测噪声水平较高时，贪婪法

的性能无法得到保证。 
松弛法是通过用一定的非负连续函数代替 0l 范数，将 0l 极小化模型转化为更易于处理的模型。常用

于逼近 0l 极小化模型的是 1l 极小化模型。 1l 极小化是一个凸优化问题，在矩阵 A 满足适当的条件下， 1l 极
小化可以精确地恢复稀疏信号。因此， 1l 极小化被认为是解决稀疏性问题的非常有用的工具并得到了广

泛的运用。此外，一些非凸函数 ( )0 1pl p< < 范数被提出作为 0l 范数的松弛。与 1l 极小化方法相比，非凸

松弛模型通常具有更好的稀疏性，但通常较难求解。 
求解约束优化问题(1)主要有两种算法。第一种算法是迭代重加权算法，其中两个最重要的迭代重加

权算法是重加权 1l 极小化[8]和迭代重加权最小二乘算法[9]。另一种方法通常称为正则化方法，它通过引

入正则化参数将问题(1)转化为下面的优化问题： 

( ) ( ) 0min :

s.t. 0.

x f x x

x

φ µ= +

≥
                               (2) 

其中 ( ) 2

2

1
2

f x Ax b= − ，且 0µ > 是给定的正则化参数。 
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本文的其他内容如下：首先给出一些符号定义和关于问题(2)的一阶优化条件。基于Cheng和Chen [10]
的研究，我们在加入非负约束 0x ≥ 后，重新定义了四种关于问题(2)的稳定点：基本稳定点，强基本稳定

点，L-稳定点，严格 L-稳定点，并说明了它们之间的关系。随之提出了有效集方法求解问题(2)，这种方

法能够精准地找出 L-稳定点邻域内的值为零的分量。接着提出了有效集 Barzilar-Borwein 算法求解问题(2)。
最后进行了数据实验，证明了该算法可以有效的求解欠定线性方程组的稀疏非负解。 

2. 符号说明 

在本节中，我们将定义一些符号说明。假设 *x 是问题(2)的最优解，我们定义有效集 ( )*xγ 是 *x 中零

分量的下标集合，无效集 ( )*xτ 是 *x 中非零分量的下标集合： 

( ) { } ( ) { }* * * *: 0 : 0 .i ix i x x i xγ τ= = = >和  

定义 2.1 [11] 令 nRν ∈ ， 0α > ，若向量值函数 ( )0 ,h ν α 满足 

( )0

, 2 ,
, 1, 2, , .

0, 2 .
i i

i
i

h i n
ν ν α

ν α
ν α

 >= =
≤

  

则称 ( )0 ,h ν α 为硬阈值算子。 
注 2.1 硬阈值算子是 0l 极小化问题的最优解，即 

( ) 2
0 1 0

1, arg min : arg min .
2n nu R x R

h u u x xν α α ν
∈ ∈

  = = + −  
  

 

在最近的研究中，Beck 和 Hallak [12]提出了下面问题的一些基本定义 

( ){ }0min : .f x x x Bµ+ ∈                           (3) 

其中 0µ > ， nB R⊆ 。 
定义 2.2 (基本稳定点)如果 nB R+= ，则有： 

( ) ( )* *0, .ig x i xτ= ∀ ∈                           (4) 

其中 ( )*
ig x 表示 ( )*f x 在第 i 个分量的梯度。那我们称满足条件(4)的 *x 为问题(2)的基本稳定点。 

定义 2.3 (L-稳定点)向量 *x 称作问题(3)的 L-稳定点需满足： 

( )

( )

* * *

2
* *

0

1

1 1arg min .
2

Bg
L

x B

x prox x g x
L

x x x g x
L L

µ

µ
∈

 ∈ − 
 

   = + − −  
   

 

其中 0L > ， ( ) ( ) 0B Bg x x xδ= + 且 ( )B xδ 是集合 B 的指标函数，而指标函数也就是 

( )
0, ;
1, .B

x B
x

x B
δ

∈
=  ∉

 

当 nB R+= 时，问题(3)等价于问题(2)，则上述条件等价于下面的条件： 

( ) ( )

( ) ( )

* *

* * *

0 2 , ;

2 0, .

i

i i

g x L i x

x g x i x
L

µ γ

µ τ

 ≤ ≤ ∈


 ≥ = ∈


且
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向量 *x 满足如下条件就称为问题(2)的严格 L-稳定点： 

( ) ( )

( ) ( )

* *

* * *

0 2 , ;

2 0, .

i

i i

g x L i x

x g x i x
L

µ γ

µ τ

 ≤ ≤ ∈


 > = ∈


且
                       (5) 

向量 *x 满足如下条件就称为问题(2)的强基本稳定点： 

( ) ( )
( ) ( )

* *

* *

0 2 , ;

0, .

i

i

g x L i x

g x i x

µ γ

τ

 ≤ ≤ ∈


= ∈

 

由上述条件不难得出由问题(2)的严格 L-稳定点可以推出问题(2)的 L-稳定点，强基本稳定点和基本稳

定点。 
对于函数 ( )xφ ，称 nd R∈ 是函数 ( )xφ 在 x 处的下降方向，如果常数 0δ > ，使得 

( ) ( ) ( ), 0, .x d xφ α φ α δ+ < ∀ ∈  

我们用 ( )D x 表示函数 ( )xφ 的所有下降方向的集合： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }, 0, .nD x d R x d xφ α φ α δ= ∈ + < ∀ ∈  

类似于文献[10]的定理 2.1，下面的定理将给出集合 ( )D x 更精确的表达形式，这将有利于我们设计线

性搜索方法解决问题(2)。 
定理 2.1 假设 0x > ，由于 ( )f x 是连续可微的，集合 ( )D x 可表示为： 

( ) ( ) ( ) ( ){ }T 0, 0 .n
x x xD x d R g d dτ τ γ= ∈ < =  

3. 有效集估计 

通常来说，有效集的效率很大程度上取决于如何找到最优点处的有效约束。接下来，将介绍有效集

的估计并用它来逼近原问题的严格 L-稳定点。我们用集合 ( )A x 逼近 ( )*xγ ，集合 ( )F x 逼近 ( )*xτ ： 

( ) ( )1 2: 0 ,i iA x i x g x
L L

µ  = ≤ ≤ + 
  

 

和 

( ) ( )1 2: .i iF x i x g x
L L

µ  = > + 
  

 

下面的定理表明，当点 kx 足够接近严格 L-稳定点时，则上述有效集的逼近集合 ( )kA x 是集合 ( )*xγ 的

子集。 
定理 3.1 假设 *x 是问题(2)的严格 L-稳定点，序列{ }kx 收敛于 *x ，则对于足够大的 k 有： 

( ) ( ) ( ) ( )* * .k kA x x x F xγ τ⊆ ⊆且  

证明：假设 *x 是问题(2)的严格 L-稳定点，如果 ( )*xτ = ∅，由于 

( ) ( ) ( ) ( ) { }* * 1, 2, , .k kA x F x x x nγ τ= =  
 

所以结论成立。假设 ( )*xτ ≠ ∅，对于任意的 ( )*i xτ∈ ，由(5)可知： 
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( )* * *1 2 .i i ix g x x
L L

µ
− = >  

因为 ( )g x 是连续的，故有： 

( )1 2 .k k
i ix g x

L L
µ

− >  

因此， ( )ki F x∈ 也就是 ( ) ( )* kx F xτ ⊆ 。 
另一方面，对于任意的 ( )ki A x∈ ，有 

( )1 20 .k k
i ix g x

L L
µ

≤ ≤ +  

由于序列{ }kx 收敛于 *x ，可得： 

( )* *1 20 .i ix g x
L L

µ
≤ ≤ +  

对于足够大的 k，可得 * 0ix = 。再由最优性条件，我们有 ( )*0 2ig x Lµ≤ ≤ 。因此， ( )*i xγ∈ 也就是

( ) ( )*kA x xγ⊆ ，证毕。 
下面的定理表明，当 kx 是问题(2)的严格 L-稳定点时，我们可以得到集合 ( ) ( )k kA x xγ= 。 
定理 3.2 假设 kx 是问题的严格 L-稳定点，则有： 

( ) ( ) ( ) ( ), .k k k kA x x F x xγ τ= =  

证明：假设 kx 是问题的严格 L-稳定点，对于任意的 ( )ki xγ∈ ，由条件(5)可得 ( )ki A x∈ 。而对于任

意的 ( )ki A x∈ ，我们有 0k
ix = 。但事实上，如果存在 0k

ix ≠ ，由条件(5)可得 ( ) 0k
ig x = 且有： 

2 0.k k
i ix x

L
µ

≤ ⇒ =  

由此可得 ( )ki xγ∈ ，故 ( ) ( )k kA x xγ= 。同理可得 ( ) ( )k kF x xτ= ，证毕。 

4. 有效集算法 

在本节中，首先给出搜索方向的定义和一些相关性质，然后介绍一种有效集 Barzilar-Borwein 算法来

求解问题(2)，并分析了该算法的全局收敛性。 

4.1. 搜索方向的一些性质 

令 kx ∈Ω是第 k 个迭代点，为了简化表述，令 

( ) ( ){ }, : 0 .k k k k
iA A x F i F x x= = ∈ >  

为了定义搜索方向，进一步将 kA 分成两个部分： 

( ){ } ( ){ }1 2: 0 , : 0 .k k k k k k k k
i i i iA i A x g x A i A x g x= ∈ ≥ = ∈ <  

搜索方向 ( )
1 2

, ,k k k
k k k k

A A F
d d d d= ，定义 k

k
F

d 为： 

, .k k k k
i id g i Fλ= − ∈                             (6) 

其中 min max0 kλ λ λ< ≤ < 是 Barzilar-Borwein 算法的步长，其精确的定义将在 4.2 节中给出。集合 1
kA 表示

零分量的下标集合，且包含满足条件(5)的变量的下标集合。集合 2
kA 包含不满足条件(5)的变量的下标集

合。因此，给出定义： 
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1, .k k k
i id x i A= − ∈                                     (7) 

2, .k k k
i id g i A= − ∈                                     (8) 

下面的定理表明 0kd = 当且仅当 kx 是问题(2)的一个严格 L-稳定点。 
定理 4.1 假设 kd 由上述定义式(6)~(8)所表示。 0kd = 当且仅当 kx 是问题(2)的一个严格 L-稳定点。 
证明：令 0kd = ，由 2

kA 的定义和搜索方向 0k k
i id g= − = ，可得 2

kA = ∅。如果 k
ii A∈ ，由 1

kA 的定义和

0k k
i id x= − = 可得： 

( )0 2 .k k
i ix g x Lµ= ≤且  

如果 ki F∈ ，由 kF 的定义可知： 

( )2 0.k k
i ix g x

L
µ

> =且  

反过来，假设 kx 是问题(2)的严格 L-稳定点。如果 ki A∈ ，我们称 0k
ix = ， 0k k

i id x= − = 且 2
kA = ∅。

事实上，如果 0k
ix ≠ ，由式(5)可得： 

( ) 20 0.k k k
i i ig x x x

L
µ

= ≤ ⇒ =且  

这与假设条件矛盾。因此，对 ki F∀ ∈ 有： 

( ) 0 0.k k
i ig x d= =且  

证毕。 
定理 4.2 假设 *kx x→ 且 0kd → ，其中 kd 由式(6)~(8)所表示，则 *x 是问题(2)的一个 L-稳定点。 
证明：对于 1

ki A∀ ∈ ，当 *kx x→ 时，由于 0k k
i id x= − → ，可得 * 0ix = 。再由 1

kA 的定义，我们可得： 

( )* *0 2 ,i ix g x Lµ= ≤且  

对于 2
ki A∀ ∈ ，由 0k k

i id g= − → ，可得： 

( )* 0.ig x =  

对于 ki F∀ ∈ ，由于 ( )g x 的连续性和 0kd → ，有 

( )* *2 0.i ix g x
L
µ

≥ =且  

证毕。 
下面的定理表明，如果 kx 是问题(2)的强基本稳定点，由(6)~(8)定义的 kd 是 f 在 kx 处的下降方向。 
定理 4.3 假设 kd 由(6)~(8)式定义，可得 

( )T
0.k kg d ≤                                       (9) 

此外，等号成立当且仅当 kx 是问题(2)的强基本稳定点。 
证明：由 1

kA 的定义可知： 

0, .k k k k k
i i i i ig d g x i A= − ≤ ∀ ∈  

再由 2
kA 的定义可知： 

( )2
0.k k k

i i ig d g= − <  
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对于任意的 ki F∈ ，我们有： 

( ) ( )
2T T

min 0.k k k
i i ig d gλ≤ − ≤  

综上所述，我们可以得到 ( )T
0k kg d ≤ 。 

假设 kx 是问题(2)的强基本稳定点。对于任意的 1, 2, ,i n=  ，有 ( ) 0k k
i ix g x = 。由此，对于任意的 1

ki A∈ ，

有 k k
i id x= − ，则有 ( )T

0k kg d = 。由 2
kA 的定义可知 2

kA = ∅。对于任意的 ki F∈ ，我们有 0k
ig = 。相反地，

假设不等式(9)的左边等于 0，我们有： 

( ) 20 , .k k k
i ig x x i F

L
µ

= > ∀ ∈且  

由 2
kA 的定义可知 2

kA = ∅。由 1
kA 的定义可得： 

20,0 2 0 , 0.k k k k
i i i ix g L x g

L
µµ= ≤ ≤ < ≤ =或  

由此可知， kx 是问题(2)的强基本稳定点，证毕。 

4.2. 算法 

基于上述讨论和非单调线性搜索[13]，类似于文献[10]，我们提出了一种有效集 Barzilar-Borwein 算

法来求解问题(2)。但不同于文献[10]的是我们在加入非负约束后，重新定义了有效集和有效集部分的搜

索方向，产生了不同的迭代点，加快了算法的收敛速度。 
算法 4.1 (有效集 Barzilar-Borwein 算法，简记 ABB 算法) 
步 0 初始化 0 nx R+∈ ，取 ( ), 0,1η δ ∈ ， 0 1λ = 且 max min 0λ λ> > ，正整数 M，取 0k = 。 
步 1 进行收敛性检验，如果满足停止条件，则用近似解 kx 终止。 
步 2 计算 min max:k kλ λ λ λ≤ ≤ 且 kd 由式(6)~(8)确定。 
步 3 如果 1kα = ，满足不等式 

( ) ( ) ( )2
.k k k k k kx d x dφ α φ δ α+ ≤ −                        (10) 

执行步 5，否则执行步 4。 
步 4 确定 { }: max , 0,1,k j jα η= =  满足不等式 

( )
( )

( ) ( )2

0
max .k k k k j k k

j m k
f x d f x dα δ α−

≤ ≤
+ ≤ −                   (11) 

其中 ( )0 0m = ， ( ) ( )0 min 1 1,m k m k M≤ ≤ − +  ，执行步 5。 
步 5 计算 1 :k k k kx x dα+ = + ，取 : 1k k= + ，返回步 1。 
接下来，将给出 kλ 的显性形式，运用了 Barzilar-Borwein (BB)算法 [14]的基本思想。类似于

Barzilar-Borwein 步的思想，通过求解下面的优化问题： 

( )
21 1min .k k

k k
F FR

D s y
λ

λ − −

∈
−  

其中 1 1
k k k

k k k
F F F

s x x− −= − 且 1 1
k k k

k k k
F F F

y g g− −= − ，我们得到 Barzilar-Borwein 步长如下： 

( )

21

T1 1
.

k

k k

k
Fk

BB
k k
F F

s

s y
λ

−

− −
=  
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为了控制 k
BBλ 的大小值，我们用区间 [ ]min max,λ λ 来限制，其中 min maxλ λ< 是给定的正常数。因此，我

们设 

{ }{ }min maxmax ,min ,k k
BBλ λ λ λ=                             (12) 

为了简单起见，我们将步长(12)代入式(6)，简化了算法 4.1。 

4.3. 全局收敛性分析 

下面将分析算法 4.1 的全局收敛性。类似于文献[13]中的分析，可以得到了如下的引理。 
引理 4.1 假设序列{ }kx 是由算法 4.1 产生。如果存在一个正整数 1k ，对于所有 1k k> ，满足线性搜索

(11)，我们有： 
lim 0.k k

k
dα

→∞
=                                     (13) 

下面的定理和定理 4.2 表明序列{ }kx 的任意聚点都是问题(2)的 L-稳定点和强基本稳定点。 
定理 4.4 假设序列{ }kx 是由算法 4.1 产生。如果对于所有的 k 都有 0kd ≠ ，则序列{ }kx 的任意聚点

*x 都是问题(2)的 L-稳定点或强基本稳定点。 
证明：假设对于所有的 k 都有 0kd ≠ ，且 *x 为序列{ }kx 的任意聚点。则存在一个无限指标集合 K，

满足 k K∈ 使得： 
*lim .k

k
x x

→∞
=  

考虑到不同集合 1 2, ,k k kA A F 的数量是有限的，对于任意的 k K∈ ，我们考虑两种情况。情形(1)：如果

存在一个无限指标集合 1K K⊆ ，对于所有的 1k K∈ ，线搜索(11)都满足。通过对不等式(10)求和，可得 

lim 0.k

k
d

→∞
=  

则由定理 4.2 可知结论成立。情形(2)：如果存在一个正整数 1k ，对于所有的 1k k> ，线搜索(11)都满 
足。如果序列{ }k

k K
α

∈
有一个非零的极限值，我们由(13)式可知 

lim 0.k

k
d

→∞
=  

则由定理 4.2 可得知结论成立。否则，如果我们有 lim 0k

k
α

→∞
= ，对于所有的 1k ≥ ，由线搜索(11)规则

可得 

( )
( )

( )
2

0
max .

k k k
k k k k k k j k

j m k
f x d f x f x d f x dα α αδ

η η η
−

≤ ≤

     
+ − ≥ + − > −     

     
            (14) 

另一方面，对于充分大的 k K∈ ，由中值定理可得 

( ) ( ) ( )
T

T
.

k k k k
k k k k k k k k k kf x d f x g x d g x d g x dα α α αθ

η η η η
    

+ − = + − +         
 

其中 ( )0,1kθ ∈ 。将上述等式带入(14)，可得 

( ) ( )
T

T 2
.

k k
k k k k k k k kg x d g x d g x d dα αθ δ

η η
  

+ − + > −     
 

由于序列{ }k

k K
d

∈
是有界的，不失一般性地，存在 *d 使得 *lim k

k
d d

→∞
= ，结合引理 4.1 可知，lim 0k

k
α

→∞
= 。 

再由最后一个不等式取极限得 ( )T* * 0g x d > 。由定理 4.3 得出矛盾，故结论成立，证毕。 
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5. 数值实验 

下面将进行一些数值实验来验证算法 4.1 对于求解欠定线性方程组的稀疏非负解是有效的。所有的

实验结果都是在联想笔记本电脑(2.50 GHz, 8.00 GB of RAM)上实现的，数学软件采用 MATLAB R2016a。 
基于文献[15]的实验证实了 0l 优化问题可连续的有效性，我们将算法中嵌入连续化过程。具体方法就

是在考虑求解问题(2)前，先求解如下一系列问题 

( ) ( ){ }*
0: arg min .

k kn
k

x R
x x f x xµ µφ µ

+∈

= = +  

其中 0 1 Nµ µ µ> > > 且 N 是一个正整数。我们用问题的解
1

*
k

xµ −
作为下一个问题的初始迭代点。取

2T
0

1
2

A bµ
∞

= ， 15
010Nµ µ−= ，区间 [ ]0,Nµ µ 经过取对数化处理后，再将其分成 N 个均匀分布的子区间。 

我们选择序列{ }kµ 作为子区间的端点，并对 kµ 做了一个处理，即令 { }max ,0.005k kµ µ= 。算法中涉及的

参数设计如下： 
0 3 2

min max1, 10, 10 , 10, 10 , 0.5Mλ λ λ δ η− −= = = = = = 。首先用标准高斯分布的独立样本填充m n× 的度量

矩阵 A，并且对这些行进行正交化。而真实解 *x 是一个具有有效集 *A 的 T-稀疏信号，观测向量 b 定义为： 
*b Ax e= +  

其中 e 是根据均值为零且方差为 10-2 的高斯分布绘制的。 
在实验中，我们研究了参数 N 和 L 对算法的影响，设 35 10n = × 和 410n = ， ( )0.2m round n= ∗ ，并

考虑了稀疏度的范围： *x 的非零分量的数量 T 在 1 到 60 都是可行的。算法的初始点是零向量，当满足 

( ) ( )
510k

k

x
g x

τ

−

∞

≤ 或 ( ) ( ) 0.05k
k

x
g x

γ
∞

≤ 条件时，停止运算。下面将从平均迭代步数(Iter)、平均误差

( *kx x
∞

− )和运算时间(Time)三个方面来对 ABB 算法的性能进行评估。 

 
Table 1. 35 10 , 1 5n L= × = , the results of ABB algorithm to solve the problem 

表 1. 35 10 , 1 5n L= × = 时 ABB 算法求解问题的计算结果 

(N, T) Iter *kx x
∞

−  Time (sec.) 

(10, 1:30) 26.86 4.14e−02 18.85 

(15, 1:30) 31.62 4.47e−02 19.21 

(20, 1:30) 35.55 4.60e−02 22.03 

(10, 31:60) 30.47 5.56e−02 20.35 

(15, 31:60) 35.53 5.62e−02 21.48 

(20, 31:60) 39.55 5.49e−02 24.86 

 
Table 2. 35 10 , 1 4n L= × = , the results of ABB algorithm to solve the problem 

表 2. 35 10 , 1 4n L= × = 时 ABB 算法求解问题的计算结果 

(N, T) Iter *kx x
∞

−  Time (sec.) 

(10, 1:30) 26.15 4.14e−02 18.03 

(15, 1:30) 31.04 4.47e−02 19.08 

(20, 1:30) 35.22 4.60e−02 20.67 
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Continued 

(10, 31:60) 30.50 5.56e−02 19.33 

(15, 31:60) 35.80 5.62e−02 20.59 

(20, 31:60) 39.53 5.49e−02 24.70 
 
Table 3. 35 10 , 1 2n L= × = , the results of ABB algorithm to solve the problem 

表 3. 35 10 , 1 2n L= × = 时 ABB 算法求解问题的计算结果 

(N, T) Iter *kx x
∞

−  Time (sec.) 

(10, 1:30) 26.85 4.14e−02 18.87 

(15, 1:30) 31.89 4.47e−02 19.09 

(20, 1:30) 35.63 4.60e−02 21.33 

(10, 31:60) 32.47 5.56e−02 24.51 

(15, 31:60) 35.90 5.62e−02 25.47 

(20, 31:60) 39.90 5.49e−02 27.64 
 
Table 4. 35 10 , 1n L= × = , the results of ABB algorithm to solve the problem 
表 4. 35 10 , 1n L= × = 时 ABB 算法求解问题的计算结果 

(N, T) Iter *kx x
∞

−  Time (sec.) 

(10, 1:30) 26.96 4.14e−02 19.03 

(15, 1:30) 31.85 4.47e−02 20.55 

(20, 1:30) 35.52 4.60e−02 21.10 

(10, 31:60) 34.17 5.56e−02 23.65 

(15, 31:60) 36.10 5.62e−02 24.88 

(20, 31:60) 39.73 5.49e−02 26.78 
 

由上述表 1~4 可以看出，当问题的规模取 35 10n = × 时， 31: 60, 15T N= = ，ABB 算法产生了较大的

平均误差。在 1: 30, 10T N= = 时，ABB 算法产生的平均误差较小。而 L 的取值变化对于 ABB 算法产生

的平均误差影响很小。 
对于上述表格中计算的数据，我们将绘图分析在 1: 30T = 时，L 和 N 的取值变化对于 ABB 算法求解

问题的平均迭代次数和运算时间产生的影响。 
 

 
Figure 1. The influence of the change of N value on the average number of iterations at different L levels 
图 1. 不同 L 水平下，N 取值变化对平均迭代次数的影响 
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Figure 2. The influence of the change of N value on operation time at different L levels 
图 2. 不同 L 水平下，N 取值变化对运算时间的影响 

 

 
Figure 3. The influence of the change of L value on the average number of iterations at different N levels 
图 3. 不同 N 水平下，L 取值变化对平均迭代次数的影响 
 

 
Figure 4. The influence of the change of L value on operation time at different N levels 
图 4. 不同 N 水平下，L 取值变化对运算时间的影响 
 

由图 1 和图 2 可以明显看出，当 L 的值一定时，随着 N 的取值变大，迭代步数和运算时间都会增加。

同样的，由图 3 和图 4 可以明显看出，当 N 的取值一定时，可以看出 1 4L = 时，平均迭代步数和运算时

间都是最小的。由此可知，当 1 4, 10L N= = 时，可以得到最优的实验结果。 
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Table 5. 410 , 1 5n L= = , the results of ABB algorithm to solve the problem 

表 5. 410 , 1 5n L= = 时 ABB 算法求解问题的计算结果 

(N, T) Iter *kx x
∞

−  Time (sec.) 

(10, 1:30) 26.86 4.77e−02 76.62 

(15, 1:30) 30.62 4.70e−02 77.02 

(20, 1:30) 34.55 4.60e−02 79.56 

(10, 31:60) 28.47 5.53e−02 80.35 

(15, 31:60) 33.53 5.72e−02 81.46 

(20, 31:60) 39.27 5.48e−02 84.06 

 
Table 6. 410 , 1 4n L= = , the results of ABB algorithm to solve the problem 

表 6. 410 , 1 4n L= = 时 ABB 算法求解问题的计算结果 

(N, T) Iter *kx x
∞

−  Time (sec.) 

(10, 1:30) 26.41 4.77e−02 75.03 

(15, 1:30) 30.59 4.70e−02 76.08 

(20, 1:30) 34.62 4.60e−02 78.77 

(10, 31:60) 27.70 5.53e−02 77.53 

(15, 31:60) 32.03 5.72e−02 80.49 

(20, 31:60) 39.23 5.48e−02 82.50 

 
Table 7. 410 , 1 2n L= = , the results of ABB algorithm to solve the problem 

表 7. 410 , 1 2n L= = 时 ABB 算法求解问题的计算结果 

(N, T) Iter *kx x
∞

−  Time (sec.) 

(10, 1:30) 26.84 4.77e−02 76.97 

(15, 1:30) 30.90 4.70e−02 80.09 

(20, 1:30) 34.69 4.60e−02 81.53 

(10, 31:60) 30.27 5.53e−02 80.51 

(15, 31:60) 33.80 5.72e−02 81.67 

(20, 31:60) 40.30 5.48e−02 83.54 

 
Table 8. 410 , 1n L= = , the results of ABB algorithm to solve the problem 
表 8. 410 , 1n L= = 时 ABB 算法求解问题的计算结果 

(N, T) Iter *kx x
∞

−  Time (sec.) 

(10, 1:30) 26.98 4.77e−02 77.03 

(15, 1:30) 30.93 4.70e−02 79.55 

(20, 1:30) 34.66 4.60e−02 81.10 

(10, 31:60) 31.43 5.53e−02 80.65 

(15, 31:60) 34.07 5.72e−02 82.68 

(20, 31:60) 39.90 5.48e−02 83.78 
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由表 5~8 中的结果可知，当问题规模达到 410n = 时，我们依旧可以得到相同的结论。当 L 的值一定

时，随着 N 的取值变大，迭代步数和运算时间都会增加。当 N 的取值一定时，可以看出 1 4L = 时，平均

迭代步数和运算时间都是最小的。由此可知，当 1 4, 10L N= = 时，可以得到最优的实验结果。综上可知，

ABB 算法可以快速有效地求解欠定线性方程组的稀疏非负解。 

6. 小结 

本文主要讨论了求解欠定线性方程组的稀疏非负解问题。首先将线性约束条件惩罚到目标函数上，

给出了 0l 正则优化模型的严格 L-稳定点定义。随之提出有效集方法识别严格 L-稳定点邻域内的零分量，

基于这种快速精准的识别技术，设计了有效集 Barzilar-Borwein 算法，并且证明了由该算法产生的序列的

任意聚点都是强稳定点。最后进行了数据实验，证明了该算法可以快速有效地求解欠定线性方程组的稀

疏非负解。 
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