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Abstract 
This paper introduces a 4D hyperchaotic ODE system based on segmented disc dynamo system. 
The system can have any given number of equilibrium when parameters vary. Many interesting 
chaotic properties of the system are also given: (i) a hidden chaotic attractor exists with no equi-
libria; (ii) a hyperchaotic attractor exists with two non-hyperbolic equilibria; (iii) a chaotic at-
tractor exists with six unstable equilibria; (iv) chaotic attractors coexist with infinitely many un-
stable isolated equilibria; (v) a chaotic attractor exists with line equilibrium. The paper further 
proves that Hopf bifurcation occurs simultaneously at two equilibria in the system under appro-
priate parameter conditions. Numerical simulation demonstrates the emergence of the Hopf bi-
furcation. 
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摘  要 

本文介绍了一种基于分段盘式发电机系统的四维超混沌ODE系统。当参数变化时，该系统可以有任意给

定数量的平衡点。本文给出了该系统的许多有趣的混沌性质：(i) 没有平衡点的系统存在隐藏混沌吸引

子；(ii) 具有两个非双曲平衡点的系统存在超混沌吸引子；(iii) 具有六个不稳定平衡点的系统存在混沌
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吸引子；(iv) 具有无穷多个不稳定孤立平衡点的系统存在无穷多个混沌吸引子；(v) 具有线平衡点的系

统存在混沌吸引子。本文进一步证明了在适当的参数条件下，系统在两个平衡点上同时发生Hopf分叉。

数值模拟证明了Hopf分叉的存在。 
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1. 引言 

近几十年以来，非线性动力系统的研究获得了很大的发展。学者们对动力系统的平衡点稳定性、分

叉、混沌等性质进行了深入的研究，并发展出了超混沌、混沌吸引子、隐藏吸引子、多稳态等新的概念

[1]-[6]。 
在人们所研究的动力系统中，平衡点的数量和分叉的类型也不尽相同。经典的 Lorenz族系统[7] [8] [9] 

[10] [11]和 Rössler 系统[12] [13]有着有限个平衡点。Wei 研究了没有平衡点但存在隐藏超混沌吸引子的系

统[14]；Jafari 和 Sprott 所研究的系统具有线平衡点，同样可以产生混沌吸引子[15]；另外在一些文章中，

系统具有无穷多个平衡点，但是吸引子的数量却是有限的[16]。本文基于 Moffatt [17]提出的分段盘式发

电机系统构造了一个新的四维系统，它可以有任意给定数量的平衡点：在没有平衡点或有线平衡点的情

形下可以存在隐藏混沌吸引子；在具有有限个平衡点的情形下可以存在超混沌吸引子；在具有无穷多个

平衡点的情形下可以存在无穷多个混沌吸引子。这项工作综合地说明了具有各种数量平衡点的动力系统

都可以存在混沌吸引子，并且创新性地找到了具有无穷多个混沌吸引子的系统。此外，新系统在某些参

数条件下可以使得两个平衡点同时发生 Hopf 分叉并产生两个有一定对称性的极限环。希望这项工作能为

非线性动力系统的研究做出一定的贡献。 
本文组织如下。第 2 节基于分段盘式发电机模型引入了新的四维超混沌系统，研究了它在不同参数

条件下可以拥有任意给定数量平衡点的特性，并且给出了部分参数条件下平衡点的稳定条件。第 3 节研

究了新系统的混沌特性，利用数值模拟的方法说明了拥有各个数量平衡点的系统都具有混沌/超混沌的性

质。第 4 节研究了新系统的分叉性质，通过理论证明了系统在某些参数条件下拥有两个平衡点，它们会

同时经历 Hopf 分叉产生极限环，并用数值模拟加以佐证。最后一节对全文进行了总结并简要给出了一些

发展性的评论。 

2. 新的四维超混沌系统 

2.1. 系统形式 

Moffatt [18]提出了一种分段盘式发电机模型如下： 

( )
( )

( )( )2

,

1 ,

1 1 .

x r y x

y mx m y xz

z g mx m xy

 = −
 = − + +


= + − +






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基于上述系统，我们构造了一个如下带有两个三角函数项的四维系统 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )( )
( )

1

2 7

2 2
3 3 5 2 4

4 1

, , , ,

, , , 1 ,

, , , 1 1 cos ,

, , , sin .

x F x y z u r y x

y F x y z u mx m y xz k u

z F x y z u g mx m xy k x k z k u k

u F x y z u x xz k u

 = = −


= = − + + −


= = + − + + − + −
 = = − + −









               (1) 

记系统(1)的参数组为 ( )1 2 3 4 5 7, , , , , , , ,p r m g k k k k k k=


。在本文中令 0p S∈


，其中 

( ) 5 2
0 1 2 3 4 5 7

3 1 5

, , 0, 0, 0,
, , , , , , , , | .

0, 1
r m g k k

S r m g k k k k k k
g k k m r k

> ≥ ≤ 
=  − ≠ < + + + 

 

可以算出系统(1)的散度为 

( )31 2 4
5 1div 1 cos 0.

FF F FF r m k k u
x y z u

∂∂ ∂ ∂
= + + + = − + + + + <
∂ ∂ ∂ ∂

 

因此系统(1)是耗散的。 
令 ( )0.1,100,0.1,0, 1,1, 1,0,1p = − −


，此时系统(1)没有平衡点。选取初始条件为 ( )0,0,0,0 ，则得到系统

(1)有一个隐藏超混沌吸引子，四个李雅普诺夫指数为 

( ) ( )1 2 3 4, , , 0.1904,0.1877,0.0000, 17.6277 ,LE LE LE LEλ λ λ λ = −  

李雅普诺夫维数为 3.3388LD = 。图 1 展示了 [ ]2 1.5, 0.5k ∈ − − 时的李雅普诺夫指数谱。 
 

 

Figure 1. Parameters ( ) ( )1 3 4 5 7, , , , , , , 0.1,100,0.1,0,1, 1,0,1r m g k k k k k = − , the initial condition is ( )0,0,0,0 , [ ]2 1.5, 0.5k ∈ − −  
Lyapunov exponent spectrum of system (1) 
图 1. 参数 ( ) ( )1 3 4 5 7, , , , , , , 0.1,100,0.1,0,1, 1,0,1r m g k k k k k = − ，初始条件为 ( )0,0,0,0 ， [ ]2 1.5, 0.5k ∈ − − 时系统(1)的李雅普

诺夫指数谱 

2.2. 平衡点的数量 

本小节研究系统(1)平衡点的数量。 
定理 1 设 0p S∈



，则系统(1)可以有任意给定数量的平衡点，具体可以罗列为如下的性质： 
(I) 5 0k = 的情形 
(1) 令 1 0k = 并且 7 0k ≠ ，则 
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(a) 如果 ( )( )2 4 3 0k g k g k+ − − < ，则系统(1)没有平衡点； 
(b) 如果 2 4 0k g k+ − = ，则系统(1)有一条线平衡点 

( )* * *0,0, ,0 , .E z z ∈  

(c) 如果 ( )( )2 4 3 0k g k g k+ − − > ，则系统(1)有两个平衡点  

( )0 0, ,1,0 ,E x x± ± ±  

其中 

2 4
0

3

.
k g kx

g k
+ −

=
−

 

(2) 令 1 2 0k k ≠ ， 7 0k = 并且 4 2g k k− ≤ ，则系统(1)有无穷多个孤立平衡点，具体如下： 
(a) 如果 ( )2 3 0k g k− > ，则系统(1)的平衡点为 

( )* *
, , ,1, 2 , .kE x x k k± ± ± π ∈  

(b) 如果 ( )2 3 0k g k− < ，则系统(1)的平衡点为 

( )( )* *
, , ,1, 2 1 , .kE x x k k± ± ± + π ∈  

其中 

( )2 3 4*

3

sgn
.

k g k g k
x

g k
− + −

=
−

 

(3) 令 1 7 0k k ≠ 并且 2 0k = ，则 
(a) 如果 ( )( )3 4 0g k g k− − < ，则系统(1)没有平衡点； 
(b) 如果 4 0g k− = ，则系统(1)有一条线平衡点 

( )* * *0,0, ,0 , .E z z ∈  

(c) 如果 ( )( )3 4 0g k g k− − > ，则系统(1)有 ( )2 2 1N + 个平衡点，其中N可以是任意预先给定非负整数。 
(4) 令 1 2 7 0k k k ≠ 并且 3 0g k− > ，则系统(1)有 2N 个平衡点，其中 N 可以是任意预先给定非负整数。 
(II) 5 0k > 并且 3 0g k− > 的情形 
(1) 令 1 0k = ， 2 7 0k k ≠ 并且 5 2 4 0k k g k− + + − ≤ ，则系统(1)有唯一平衡点 

2 4
0

5

0,0, ,0 .
k g kE

k
 + −
 
 

 

(2) 令 1 2 0k k ≠ ， 7 0k = 并且 2 4 0k g k− + − ≤ ，则系统(1)有无穷多个孤立平衡点 

2 4
1,

5

0,0, , 2 , ,k
k g kE k k

k
 + −

π ∈ 
 

  

( )2 4
2,

5

0,0, , 2 1 , .k
k g kE k k

k
 − + −

+ π ∈ 
 

  

(3) 令 1 7 0k k ≠ ， 2 0k = 并且 4 5g k k− ≤ ，则系统(1)可以有任意给定奇数个平衡点。 
证明 假设 ( )0 0 0 0 0, , ,E x y z u 是系统(1)的一个平衡点。由 ( )1 0 0F E = 可以得到 0 0x y= ，因此 0E 可以记

为 ( )0 0 0 0, , ,x x z u 。此外，我们有 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 0 0 0 7 0

2
3 0 3 0 5 0 2 0 4

4 0 0 0 1 0

1 0,

cos 0,

1 sin 0.

F E x z k u

F E g k x k z k u g k

F E x z k u

 = − − =
 = − − + − + + − =
 = − − =

               (2) 

(I) 5 0k = 的情形 
(1) 当 1 0k = 并且 7 0k ≠ 时，由 ( ) ( )2 0 4 0 0F E F E= = 可得 0 0u = 。于是 

( ) ( ) ( )2
3 0 3 0 2 4 .F E g k x k g k= − − + + −  

因此， 
(a) 如果 ( )( )2 4 3 0k g k g k+ − − < ，则系统(1)没有平衡点； 
(b) 如果 2 4 0k g k+ − = ，由 ( )3 0 0F E = 可得 0 0x = ，这直接可以推得 ( )4 0 0F E = 。因此 0z ∈； 
(c) 如果 ( )( )2 4 3 0k g k g k+ − − > ，由 ( )3 0 0F E = 可得 

2 4
0

3

.
k g kx

g k
+ −

= ±
−

 

而由于 0 0x ≠ 以及 ( ) ( )2 0 0 0 1 0F E x z= − = ， 0z 必须取 1。 
(2) 当 1 2 0k k ≠ ， 7 0k = 并且 4 2g k k− ≤ 时，由 ( ) ( )2 0 4 0 0F E F E= = 可得 0u k= π，因此 0cos 1u = ± 。

很显然， 

( ) ( )2 0 4 2 0sgn cos sgn cos 0.k u g k k u+ − = ≠  

考虑到 ( ) ( ) ( )2
3 0 3 0 2 0 4cos 0F E g k x k u g k= − − + + − = ，有 

( ) ( ) ( )3 2 0 4 2 0sgn sgn cos sgn cos .g k k u g k k u− = + − =  

也就是说， ( )( )0 2 3cos sgnu k g k= − ，因此 ( )2 0 2 3cos sgnk u k g k= − 。于是 *
0x x= ± ，其中 

( )2 3 4*

3

sgn
.

k g k g k
x

g k
− + −

=
−

 

由于 0 0x ≠ 以及 ( ) ( )2 0 0 0 1 0F E x z= − = ， 0z 必须为 1。因此， 
(a) 如果 ( )2 3 0k g k− > ，则系统(1)的平衡点为 

( )* *
, , ,1, 2 , .kE x x k k± ± ± π ∈  

(b) 如果 ( )2 3 0k g k− < ，则系统(1)的平衡点为 

( )( )* *
, , ,1, 2 1 , .kE x x k k± ± ± + π ∈  

(3) 当 1 7 0k k ≠ 并且 2 0k = 时，有 

( ) ( ) ( )2
3 0 3 0 4 .F E g k x g k= − − + −  

如果 ( )( )3 4 0g k g k− − < ，则系统(1)没有平衡点。若 4 0g k− = ，则有 0 0x = ，再结合 ( ) ( )2 0 4 0F E F E=  
0= 可以得到 0 0u = 以及 0z ∈。 

现在考虑 ( )( )3 4 0g k g k− − > 的情形。由 ( ) ( )2 0 4 0 0F E F E= = 可得 

7 0 1 0sin ,k u k u=  

该方程关于 0u 有 2 1N + 个解 1 20, , , , Nu u u± ± ± ，其中 1 20 Nu u u< < < < 。于是系统(1)可以有 ( )2 2 1N + 个

平衡点 
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( )* *, ,1,0 ,E x x± ± ±  

( )
*

* * 7
*, , , , 1, 2, , ,n n

n
x k u

P x x u n N
x±

 ± +
± ± = 

± 
  

( )
*

* * 7
*, , , , 1, 2, , .n n

n
x k u

Q x x u n N
x±

 ± −
± ± − = 

± 
  

其中， 

* 4

3

.
g kx
g k
−

=
−

 

(4) 当 1 2 7 0k k k ≠ 并且 3 0g k− > 时，仍设关于 0u 的方程 7 0 1 0sink u k u= 有 2 1N + 个解 1 20, , , , Nu u u± ± ± ， 

并且 1 20 Nu u u< < < < 。图 2 显示了当 ( )7

1

0 0
k
k

> < 时曲线 sinv u= 和直线 7

1

k
v u

k
= 在 u v− 平面第一(四) 

象限的交点。 
 

 
 

 

Figure 2. The intersection of curve sinv u=  and straight line 7

1

kv u
k

=  

图 2. 曲线 sinv u= 和直线 7

1

kv u
k

= 的交点 

 

可以看出， 2cos 0ku > ， 2 1cos 0ku + < 并且 1cos cosn nu u +> ，即 

1 3 2
2 1 2

2 2

cos cos cos 0 cos cos cos 0 1.N Nu u u u u   +      

< < < < < < < < =   

对这些解做一个重排 

( )1 3 2 1 2 1
2 1 2

2 2

, , , , , , ,0 , , , , .N NN Nu u u u u w w w w +   +      

 
  =
 
 

    
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则有 

1 2 1cos cos cos cos 1.N Nw w w w +< < < < =  

考虑 

( ) ( ) ( )2
3 0 3 0 2 0 4cos .F E g k x k u g k= − − + + −  

定义一个函数 ( ) 2 0 4cosf u k u g k= + − 。结合 2 0k < 可知 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 4 .N Nf w f w f w f w k g k+> > > > = + −  

因此， 
(a) 如果 ( ) ( )1 1 0f w f u= < ，则系统(1)没有平衡点； 
(b) 如果存在 { }1,2, ,i N∈  ，使得 ( ) ( )10i if w f w +> > ，则系统(1)有 4i 个平衡点 

( ) 7, , , , 1, 2, , ,n n n
n n n

n

x k w
P x x w n i

x±

 ± +
= ± ± = ± 

  

( ) 7, , , , 1, 2, , ,n n n
n n n

n

x k w
Q x x w n i

x±

 ± −
= ± ± − = ± 

  

其中 

2 4

3

cos
;n

n
k w g k

x
g k

+ −
=

−
 

(c) 如果 ( ) ( )1 2 40 0Nf w f k g k+ = = + − > ，则系统(1)有 4 2N + 个平衡点 ( ) ( ) ( )1,2, , ,n nP Q n N± ± =  及 

( )1 1, ,1,0 ,N NE x x± + += ± ±  

其中 

2 4
1

3

.N
k g kx

g k+
+ −

=
−

 

(II) 5 0k > 并且 3 0g k− > 的情形 
(1) 当 1 0k = ， 2 7 0k k ≠ 并且 5 2 4 0k k g k− + + − ≤ ，可以得到 0 0u = 以及 ( )0 0 1 0x z − = 。假设 0 0x ≠ ，

则 0 1z = 并且有 

( ) ( ) ( )2
3 0 3 0 5 0 2 4 0.F E g k x k z k g k= − − + − + + − <  

因此， 0x 必须为 0。所以系统(1)只有唯一平衡点 

2 4
0

5

0,0, ,0 .
k g kE

k
 + −
 
 

 

(2) 当 1 2 0k k ≠ ， 7 0k = 并且 2 4 0k g k− + − ≤ 时，可以得到 0u k= π，于是 0cos 1u = ± 。由 2 4 0k g k− + − ≤

和 2 0k ≤ 可得 5 2 0 4cos 0k k u g k− + + − ≤ 。同样地，若假设 0 0x ≠ 则有 0 1z = ，并有 

( ) ( ) ( )2
3 0 3 0 5 0 2 0 4cos 0.F E g k x k z k u g k= − − + − + + − <  

因此 0x 同样必须为 0。此时系统(1)有无穷多个孤立平衡点 

2 4
1,

5

0,0, , 2 , ,k
k g kE k k

k
 + −

π ∈ 
 

  
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( )2 4
2,

5

0,0, , 2 1 , .k
k g kE k k

k
 − + −

+ π ∈ 
 

  

(3) 当 1 7 0k k ≠ ， 2 0k = 并且 4 5g k k− ≤ 时，仍设 7 0 1 0sink u k u= 的解为 1 20, , , , Nu u u± ± ± 。对于 0 0u =

可以得到一个平衡点 

4
0

5

0,0, ,0 .
g kE

k
 −
 
 

 

而对于 0 0u ≠ ，由 ( ) ( )2 0 0 0 7 01 0F E x z k u= − − = 可得 0 1z ≠ 以及 ( )0 7 0 0 1x k u z= − 。将此式代入

( )3 0 0F E = 可得 

( )( ) ( ) ( )( )2 2 2
3 7 0 5 0 0 4 01 1 .g k k u k z z g k z− + − = − −  

作变换 1 0 1z z= − 可得 

( )( ) ( ) ( )2 2 2
3 7 0 5 1 1 4 11 .g k k u k z z g k z− + + = −                           (3) 

即 

( ) ( )( )2
5 4 3 7 03 2

1 1
5 5

0.
k g k g k k u

z z
k k

− −  − + + =                          (4) 

由于 5 0k > ， 3 0g k− > 以及 4 5g k k− ≤ ，关于 1z 的一元三次方程(4)的判别式 

( )( ) ( ) ( )( )
32 2

5 43 7 0 3 7 0

5 5 5

1 0.
3 4

k g kg k k u g k k u
k k k

  − − − −  ∆ = + >     

 

于是对于每一个给定的 0 0u ≠ ，方程(4)都有唯一解，进而关于 0z 的方程(4)亦有唯一解。因此，系统(1)有
2 1N + 个平衡点 

4
0

5

0,0, ,0 ,
g kE

k
 −

=  
 

 

( )

( ) ( ) ( )7 7, , , , 1, 2, , ,
1 1

n n n
n n

n n

k u k u
P z u u n N

z u z u±

 
= =  − − 

  

( )

( ) ( ) ( )7 7, , , , 1, 2, , ,
1 1

n n n
n n

n n

k u k u
Q z u u n N

z u z u±

 − −
= − =  − − 

  

其中， ( )nz u 是下列关于 0z 的方程的唯一解： 

( )( ) ( ) ( )( )2 2 2
3 7 5 0 0 4 01 1 .ng k k u k z z g k z− + − = − −  

2.3. 稳定性 

本小节分析系统(1)在部分参数条件下平衡点的稳定性。 
系统(1)的雅可比矩阵为 

( )
( )( ) ( )

7

3 5 2

1

0 0
1

.
2 1 2 1 sin

1 0 cos

r r
m z m x k

J g mx m y k x g m x k k u

z x k u

− 
 + − + − =  − + + − + − −
  − + − 
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这里先给出三个下文常用的量的定义 

( ) ( )2 2
0 3 01 , 2 , 1.C gx m D r g k x M m= + = − = +                      (5) 

其中 0x 是正在讨论稳定性的平衡点的第一个分量。 
(I) 5 0k = 的情形 
(1) 当 1 0k = ， 7 0k ≠ 并且 ( )( )2 4 3 0k g k g k+ − − > 时， E± 的特征多项式都为 

( )( ) ( ) ( )4 3 2
7 7det 1 .J E I m r C D k C k Dλ λ λ λ λ± − = + + + + + − −  

根据 Routh-Hurwitz 判据， E± 稳定当且仅当 

1

7
2

7

3 7

7

7

1 0,
1

0,
1

1 0
1 0.
0 1

0.

m r
m r D k C

C

m r D k C
C k D
m r D k C

k D

∆ = + + >
 + + −∆ = >


+ + −
∆ = − >
 + + −

− >

 

即 

( ) ( ) ( ) ( )2
7 7 7

7 3

0,

0 .

D k C M r C D k C k D M r

k g k

  − + − − + + >  
< < −

 

(2) 当 1 2 0k k ≠ ， 7 0k = 并且 4 2k g k− ≤ ， ,kE± 的特征方程皆为 

( )( ) ( )( )( ) ( )( )3 2
, 1 2 3det sgn 1 .kJ E I k k g k m r C Dλ λ λ λ λ± − = + − + + + + +  

根据 Routh-Hurwitz 判据， ,kE± 稳定当且仅当 

( )1 2 3

1

2

0,
1 0,
1

0,
1

0.

k k g k
m r
m r D

C
D

 − >

∆ = + + >


+ +
∆ = >

 >

 

即 

( ) ( )
1 2

3

3

0,
2 0,

0.

k k
M r gM r g k

g k

>
 + − − >
 − >

 

(II) 5 0k > 并且 3 0g k− > 的情形 
(1) 当 1 0k = ， 2 7 0k k ≠ 并且 5 2 4 0k k g k− − + − ≤ 时， 0E 的特征多项式为 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3 2
0 5 0 7 0det 1 1 1 .J E I k m r r z k r zλ λ λ λ λ− = + + + + − − + −  

根据 Routh-Hurwitz 判据， 0E 稳定当且仅当 
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( )
( )

( )

1

7 0
2

0

7 0

1 0,

1 1
0,

1 1

1 0.

m r

m r k r z
r z

k r z

∆ = + + >


+ + −
∆ = > − −
 − >

 

由于 ( )0 2 4 5 0z k g k k= + − ≤ ，等价条件可以简化为 

7

7

1 0,
0.

m r k
k
+ + + >

 <
 

(2) 当 1 2 0k k ≠ ， 7 0k = 并且 2 4 0k g k− + − ≤ ， 1,kE 和 2,kE 的特征多项式表示为 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
, 1 0 5 0det cos 1 1 .i kJ E I k u k m r r zλ λ λ λ λ− = + + + + + − −  

由此，特征根分别为 1 1 0cosk uλ = − ， 2 5 0kλ = − < 以及 

( ) ( )2
3,4 0

1 1 1 4 1 .
2 2
m r m r r zλ + +

= − ± + + + −  

由 

1, 2,

2 4 2 4

5 5

0,
k kE E

k g k k g kz z
k k

+ − − + −
= < = ≤  

可得 ( ) ( ) ( )2 2
01 4 1 1m r r z m r+ + + − < + + ，于是 ( )3,4Re 0λ < 。又由 

( ) ( )
1, 2,

cos 1, cos 1,
k kE E

u u= = −  

可知，如果 1 0k > ，则 1,kE 稳定而 2,kE 不稳定；否则 1,kE 不稳定而 2,kE 稳定。 

3. 混沌性质 

3.1. 没有平衡点的混沌系统 

令 ( )0.01,0.1,10,0, 100,9, 10,0, 1p = − − −


，此时系统(1)没有平衡点。选取初始点为 ( )1,1,1,1 可得系统(1)
是混沌的，四个李雅普诺夫指数为 

( ) ( )1 2 3 4, , , 1.0730,0.0011, 0.5052, 1.6793 ,LE LE LE LEλ λ λ λ = − −  

李雅普诺夫维数为 3.3388LD = 。数值模拟证实了系统(1)确实有一个隐藏混沌吸引子，如图 3 所示。 

3.2. 具有有限个平衡点的超混沌/混沌系统 

3.2.1. 具有两个平衡点的超混沌系统 
令 ( )0.1,1,0.01, 1, 0.1, 1, 10,0, 1p = − − − − −


，此时系统(1)有两个非双曲平衡点 

( )3.1324, 3.1324,1,0 .E± = ± ±  

选取初始点为 ( )3.1334,3.1334,1.0010,0.0010 可得系统(1)是超混沌的，四个李雅普诺夫指数为 

( ) ( )1 2 3 4, , , 0.6009,0.6005, 0.0002, 2.3013 ,LE LE LE LEλ λ λ λ = − −  

李雅普诺夫维数为 3.5220LD = 。数值模拟证实了系统(1)确实有一个超混沌吸引子，如图 4 所示。 
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Figure 3. The parameter group is ( )0.01,0.1,10,0, 100,9, 10,0, 1p = − − −
 , when the initial condition is selected as ( )1,1,1,1 , 

the system (1 ) x-y-z space phase diagram (left picture) and Poincaré mapping on xz plane (right picture) 
图 3. 参数组为 ( )0.01,0.1,10,0, 100,9, 10,0, 1p = − − −



，选取初始条件为 ( )1,1,1,1 时，系统(1)的 x-y-z 空间相图(左图)和

x-z 平面上的庞加莱映射(右图) 
 

 

Figure 4. When the parameter group is ( )0.1,1,0.01, 1, 0.1, 1, 10,0, 1p = − − − − −
 , when the initial conditions are selected as 

( )3.1334,3.1334,1.0010,0.0010 , the system (1) the x-y-z space phase diagram (left picture) and the Poincaré map on the yz 
plane (right picture) 
图 4. 参数组为 ( )0.1,1,0.01, 1, 0.1, 1, 10,0, 1p = − − − − −



，选取初始条件为 ( )3.1334,3.1334,1.0010,0.0010 时，系统(1)的 x-y-z

空间相图(左图)和 y-z 平面上的庞加莱映射(右图) 

3.2.2. 具有六个平衡点的混沌系统 
令 ( )10,0.1,1, 1,0,0, 1,0, 0.8p = − − −


，此时系统(1)有六个不稳定的平衡点 

( )1.4142, 1.4142,1,0 ,E± = ± ±  

( ) ( )1 1.4142,1.4142,0.3602,1.1311 ,P+ =  

( ) ( )1 1.4142, 1.4142,1.6398,1.1311 ,P− = − −  

( ) ( )1 1.4142,1.4142,1.6398, 1.1311 ,Q+ = −  

( ) ( )1 1.4142, 1.4142,0.3602, 1.1311 ,Q− = − − −  
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选取初始点为 ( )1.4152,1.4152,1.0010,0.0010 可得系统(1)是混沌的，四个李雅普诺夫指数为 

( ) ( )1 2 3 4, , , 0.1475,0.0009, 0.6082, 10.4245LE LE LE LEλ λ λ λ = − −  

李雅普诺夫维数为 2.2440LD = 。数值模拟证实了系统(1)确实有一个混沌吸引子，如图 5 所示。 
 

 

Figure 5. When the parameter group is ( )10,0.1,1, 1,0,0, 1,0, 0.8p = − − −
 , when the initial conditions are selected as 

( )1.4152,1.4152,1.0010,0.0010  the system (1) x-y-z space phase diagram (left picture) and Poincaré mapping on x-z plane 
(right picture) 
图 5. 参数组为 ( )10,0.1,1, 1,0,0, 1,0, 0.8p = − − −



，选取初始条件为 ( )1.4152,1.4152,1.0010,0.0010 时，系统(1)的 x-y-z 空

间相图(左图)和 x-z 平面上的庞加莱映射(右图) 

3.3. 具有无穷多个平衡点的混沌系统 

3.3.1. 具有无穷多个孤立平衡点的混沌系统 
令 ( )10,0.1,1, 1, 1,0,0,0.1,0p = − −


，此时系统(1)有无穷多个不稳定的孤立平衡点 

( )1, 0,0,0, 2 , ,kE k k= π ∈  

( )( )2, 0,0, 20, 2 1 , .kE k k= + π ∈  

选取初始点为 ( )0.001,0.001,0.001,0.001 可得系统(1)是混沌的，四个李雅普诺夫指数为 

( ) ( )1 2 3 4, , , 0.1126,0.0001, 0.8714, 11.3100LE LE LE LEλ λ λ λ = − −  

李雅普诺夫维数为 2.1293LD = 。数值模拟证实了系统(1)确实有无穷多个混沌吸引子，如图 6 所示。 

3.3.2. 具有一条线平衡点的混沌系统 
令 ( )0.01,0.1,90,0, 100,9, 10,0, 1p = − − −


，此时系统(1)有一条直线平衡点 

( )* * *0,0, ,0 , .E z z ∈  

选取初始点为 ( )0.001,0.001,0.001,0.001 可得系统(1)是混沌的，四个李雅普诺夫指数为 

( ) ( )1 2 3 4, , , 0.0163, 0.0003, 0.0277, 1.0982 .LE LE LE LEλ λ λ λ = − − −  

李雅普诺夫维数为 2.5776LD = 。数值模拟证实了系统(1)确实有一个隐藏混沌吸引子，如图 7 所示。 
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Figure 6. When the parameter group is ( )10,0.1,1, 1, 1,0,0,0.1,0p = − −
  and the initial condition is selected as 

( )0.001,0.001,0.001,0.001 , the system (1) the x-y-u space phase diagram (left picture) and the Poincaré map on the z-u 
plane (right picture) 
图 6. 参数组为 ( )10,0.1,1, 1, 1,0,0,0.1,0p = − −



，选取初始条件为 ( )0.001,0.001,0.001,0.001 时，系统(1)的 x-y-u 空间相图

(左图)和 z-u 平面上的庞加莱映射(右图) 
 

 

Figure 7. The parameter group is ( )0.01,0.1,90,0, 100,9, 10,0, 1p = − − −
 , when the initial condition is selected as 

( )0.001,0.001,0.001,0.001 , the system (1) x-y-z space phase diagram (left picture) and Poincaré mapping on x-z plane (right 
picture) 
图 7. 参数组为 ( )0.01,0.1,90,0, 100,9, 10,0, 1p = − − −



，选取初始条件为 ( )0.001,0.001,0.001,0.001 时，系统(1)的 x-y-z 空

间相图(左图)和 x-z 平面上的庞加莱映射(右图) 

4. Hopf 分叉 

4.1. Hopf 分叉的存在性和周期轨的稳定性 

当 2 2 2 2
1 2 3 5 0k k k k+ + + = ， 7 0k ≠ 并且 4 0g k− > 时，系统(1)有两个平衡点 ( )0 0, ,1,0O x x± ± ± ，其中

( )0 4x g k g= − 。 
定理 2 令 

( ) ( )( )

2 2 2 2
1 2 3 5 7

1 2 3 4 5 7 0
7 4 4

0, , , 0, 0,
, , , , , , , , | ,

1 4 1 4 0,
k k k k r m g k

S r m g k k k k k k
m r k m r k k

 + + + = > < =  + + + + − ≥ =  
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其中 

( )
( )( )

2
70

4

2 1
,

1 1
rk m r

k g
A A m m r

+ +
= −

− + + +  
 

( )72 1 .A r k m= − +  

当 0p S S∈


 时，系统(1)有两个平衡点 E± ，并且它们都在 0
4 4k k= 处经历了 Hopf 分叉。 

证明 设 0p S S∈


 。首先有 

( )( ) ( )( ) ( )( )7 71 1 2 1 1 4 1 4 1 0A m m r r m r k m r m r k m− + + + = − + + + + < − + + + + ≤  

以及 

( )72 1 0.A r k m= − + >  

于是 

( )
( )( )

2
7

4

2 1
0.

1 1
rk m r

g k
A A m m r

+ +
− = >

− + + +  
 

所以系统(1)有两个平衡点 ( )0 0, ,1,0O x x± ± ± ，其中 ( )0 4x g k g= − 。 
O± 的特征方程为 

( ) ( ) ( )4 3 2
7 71 ,f m r C D k C k Dλ λ λ λ λ= + + + + + − −                     (6) 

其中 ( )7 4 0D k C A g k− = − > 。 
为了证明 ( ) 0f λ = 有一对共轭纯虚根，将 iλ ω= ± 代入 ( ) 0f λ = 可以得到需要满足的条件为 

2 7 0
1
D k C

m r
ω

−
= >

+ +
                                    (7) 

以及 

( ) ( )( ) ( )2 2
7 7 71 1 0.D k C C D k C m r k D m r− − − + + − + + =  

其中第一个不等式条件显然成立，而第二个条件等价为 

( ) ( )( ) ( )2
4 71 1 2 1 ,A g k A m m r rk m r− − + + + = + +    

即 

( )
( )( )

2
7

4

2 1
,

1 1
rk m r

g k
A A m m r

+ +
− =

− + + +  
 

由于 p S∈


，这个条件也是成立的。 
接着我们来证明 ( ) 0f λ = 的另外两个根都是负实根。根据 ( ) 0f λ = 有着共轭虚根 iλ ω= ± ， ( )f λ 可

以做如下分解 

( ) ( )( ) ( )2 2 2 4 3 2 2 2 2 ,f E F E F E Fλ λ ω λ λ λ λ ω λ ω λ ω= + + + = + + + + +             (8) 

对照式(6)和式(8)的系数可得， 
1 0,E m r= + + >                                      (9) 

并且 
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( )( ) ( )72 7 4 2 1
1 1 0.

1 1
rk m rD k C g kF C C m m r A

m r m r A
ω

− + +− −
= − = − = + + + − = >  + + + +

 

于是有 

( ) ( ) ( ) ( )2
7 7

1 2 1
4 1 8 1 4 0.

m r r m r
E F A m r rk m r k

A A
+ + + +

∆ = − = + + + ≥ + + + >           (10) 

因此， ( ) 0f λ = 的根为 1,2 iλ ω= ± 以及 ( )3,4
1 0
2

Eλ = − ± ∆ < 。 

最后，我们考虑横截性条件。将 ( ) 0f λ = 关于 4k 进行求导得 

( ) ( )
( ) ( )

2
7

3 2
4 7

1 2 1d .
d 4 3 1 2

m r k m
k m r C D k C

λ λλ
λ λ λ

+ + − +  =
+ + + + + −

 

令 iλ ω= 并且观察到式(7)，于是 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( )0

4 4

2
7 7

3 2 2 2
4

1 2 1 1 2 1d .
d 4 3 1 2 1 4 2 1 2k k

m r k m i m r k m i
k i m r Ci m r i m r Ci

ω ω ωλ
ω ω ω ω ω ω=

− + + − + + − − +      = =
− − + + + + + + + + + −

 

由此， 

( )( ) ( ) ( )

( )( ) ( ){ }
0

4 4

2 2
7

4

2
7 7

dsgn Re sgn 1 1 2 1 2
d

sgn 1 2 1 4 2 1 1,

k k

m m r r k m C
k

m r k m r r k m C

λ ω ω

ω

=

  
    = + + + − − + −       

 = + + + + − + − + =   

 

即 

0
4 44

dRe 0.
d k kk
λ

=

 
  >
 
 

                                  (11) 

定理 3 当参数组 0p S S∈


 时，平衡点 ( )0 0, ,1,0O x x± ± ± 的第一李雅普诺夫系数皆由下式给出 

( ){ }
( ) ( ) ( )

3 3 2 4 2
7 7 7

1 2 22 2 2 2 2 2
4 7 7

2 2 5 2
,

4 5 2

gr M M k Mk r rk b
l

g k M rk A rk M A

ω ω ω

ω ω ω ω

 + + + =
   − + + + +      

 

其中 

72 ,A r Mk= −  

( ) ( )2 2 2 2 2
7 7 7 764 5 4 35 3 2 ,b M k rMk r rk Mk rω= + − + −  

1.M m= +  

(I) 如果 1 0l ≠ ，则系统(1)将同时在平衡点O± 处发生 Hopf 分叉，并且在 0
4 4k k= 附近产生的两个分叉

周期轨道在 1 0l < 时是稳定的，在 1 0l > 时是不稳定的。 
证明 记 ( ), ,1,0X X 为系统(1)的一个平衡点(X 可取 0x± )。于是 

2 2 4
0 .

g kX x
g
−

= =                                   (12) 
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作变换 

1

1

1

1

,
,

1,
,

x x X
y y X
z z
u u

= −
 = −
 = −
 =

 

并且令 1M m= + ，则系统(1)变换为了如下系统(变量仍记为 , , ,x y z u )： 

( )
( ) ( )
( ) ( )

( )

7

2 2
4

,

,

1 1 2 ,

.

x r y x

y M x y x X z k u

z g M x Mxy M Xx MXy X k

u x X z

 = −


= − + + −
  = − + − + − − − −  
 = +









 

此时平衡点 ( ), ,1,0X X 被平移到了原点 ( )0,0,0,0O 。 
根据式(11)，横截性条件是满足的。现在来计算第一李雅普诺夫系数，它可以表明平衡点和出现的周

期轨的稳定性。当参数组 0p S S∈


 时，平衡点的特征根为 1,2 iλ ω= ± 和 ( )3,4 2Eλ = − ± ∆ ，其中 E 和 ∆可

以由式(9)和式(10)计算得出。依据[18]， 

( )
7

0 0

,
2 0 0

0 0 0

r r
M M X k

A
g M X gMX

X

− 
 − − =
 − −
 
 

 

( ) ( )

( )

2 2
7

2

7

7

1 ,

M gXk gXM i

rp
P rX i k

k r i

ω ω ω

ω
ω
ω

 − + + −
 
 −=  

− + 
 
 

 

( )

( ) ( )

2

2 2 2 2

7

2 ,

2

r i

r i

gX r M iq

M r rgX gX M i

k

ω

ω ω

ω

ω ω ω

 
 

− 
 

− +=  
 
 + − + −  

 
 

 

( )
( ) ( )

1 3 3 1

1 1 1 2 2 1

1 3 3 1

0

, ,
2 1

x y x y
B x y

g M x y M x y x y

x y x y

 
 

+ 
=  

− − +   
 

+ 

 

( )

0
0

, , ,
0
0

C x y z

 
 
 =
 
 
 
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其中 

( ) ( )2 2
7 72 4 2 .P rgX M rk r k M iω ω = + + −   

接着可以计算出下列值： 

( )
2 2

1

1
1

, ,2

0

rA B q q gXMX
r

ω−

 
 
 

=  −
 
  
 

 

( ) ( )

( )
( )( )

( )

( )

7

7
1

2

2
2 2

2 , 2 ,1 4 2

2 2

r i k
i k i r

iE A B q q rgX iR HM i r
X R

i M i r

ω
ω ω

ω ω
ω ω

ω ω

−

 −
 − + 
 − = −  − + + −    
 + + 

 

其中 

( )2 1 ,H r m iω= + +  

( ) ( )

2

2 2
7 7

5 3 .
6 5 2 2

r i MR
gX rk M r k M i

ω ω

ω ω

−
=

 + − − 
 

从而 

( ){ }
( ) ( )

3 3 2 4 2
7 7 7

1 2 22 2 2 2 2 2 2
7 7

2 2 5 2
,

4 5 2

r M M k Mk r rk b
l

X M rk a rk M a

ω ω ω

ω ω ω ω

 + + + =
   + + + +      

 

其中 

72 ,a r Mk= −  

( ) ( )2 2 2 2 2
7 7 7 764 5 4 35 3 2 ,b M k rMk r rk Mk rω= + − + −  

1.M m= +  

注意到式(12)，则可得到最终结果 

( ){ }
( ) ( ) ( )

3 3 2 4 2
7 7 7

1 2 22 2 2 2 2 2
4 7 7

2 2 5 2
.

4 5 2

gr M M k Mk r rk b
l

g k M rk a rk M a

ω ω ω

ω ω ω ω

 + + + =
   − + + + +      

 

4.2. 数值模拟 

本小节对 4.1 小节所证明的 Hopf 分支进行数值模拟。 
取参数 

( ) ( )1 2 3 5 7, , , , , , , 0.1,1,0.01,0,0,0,0, 0.1 ,r m g k k k k k = −  

根据定理 2， 6
1 2.9654 10l −= × 。当 4 0.0480k = − 时，选取初始条件 ( )2.4099, 2.4099,1.0010,0.0010± ± ，得到
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了两个不稳定的极限环，如图 8 所示。 
 

 

Figure 8. The parameter group is ( )0.1,1,0.01,0,0,0, 0.0480,0, 0.1p = − −
  select initial conditions  

( )2.4099, 2.4099,1.0010,0.0010± ± , system (1) there are two unstable limit cycles 

图 8. 参数组为 ( )0.1,1,0.01,0,0,0, 0.0480,0, 0.1p = − −


，选取初始条件 ( )2.4099, 2.4099,1.0010,0.0010± ± ，系统(1)存在两

个不稳定的极限环 

5. 总结 

本文构造了一个可以具有任意预先给定数目平衡点的四维 ODE 系统。通过数值方法计算李亚普诺夫

指数，本文揭示了新系统在不同参数下的许多混沌特性：(i) 没有平衡点的系统存在隐藏混沌吸引子；(ii) 
具有两个非双曲平衡点的系统存在超混沌吸引子；(iii) 具有六个不稳定平衡点的系统存在混沌吸引子；

(iv) 具有无穷多个不稳定孤立平衡点的系统存在无穷多个混沌吸引子；(v) 具有线平衡点的系统存在混沌

吸引子。通过理论证明和数值模拟，证明了新系统在一定参数条件下具有两个平衡点，并且两个平衡点

同时经历 Hopf 分岔，并产生两个具有一定对称性的极限环。 
虽然数值计算表明，具有任意数目平衡点的 ODE 系统都可以具有混沌特性，但是平衡点的数目和稳

定性与混沌特性之间的关系仍然是一个困难的问题。此外，多个平衡点在相同参数下同时发生分岔也是

一个值得研究的有趣现象。 
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