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摘  要 

分数阶量子力学核是一种波函数，它可以描述分数阶量子系统的演化过程。本文研究无限深方势阱中自

由粒子量子力学核的Laplace变换、能量–时间变换和动量表示。我们首先借助无限深方势阱中自由粒子

量子力学核的Fox’s H函数表示，得到量子力学核的Laplace变换。然后利用量子力学核的路径积分形式，

计算出它的能量–时间变换和动量表示。量子力学核的变换可以简化分数阶量子力学中的计算结果，从

而更好地研究其性质。 
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Abstract 
Fractional quantum mechanics kernel is a kind of wave function, which can describe the evolution 
process of fractional quantum system. In this paper, we study the Laplace transformation, ener-
gy-time transformation and momentum representation of free particle quantum mechanics kernel 
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in infinite square well. Firstly, we obtain the Laplace transformation of quantum mechanical ker-
nel by using the Fox’s H function representation of free particle quantum mechanics kernel in the 
infinite square well, and then use Path integral form of quantum mechanics kernel to calculate its 
energy-time transformation and momentum representation. The transformation of quantum me-
chanics kernel can simplify the calculation results in fractional quantum mechanics, so as to study 
its properties better. 
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1. 引言 

分数阶量子力学系统由 Laskin 建立[1] [2] [3] [4] [5]。他扩展了量子物理的分形概念，即构造了一个

分数阶路径积分——Lévy 路径积分。Lévy 随机过程是布朗运动或 Wiener 随机过程的自然推广，这种推

广的基础是 Lévy 提出的稳定概率分布理论[6]。根据广义中心极限定理，Lévy 分布的最基本性质是关于

加法的稳定性。因此，从概率论的角度来看，稳定概率定律是对高斯定律的推广。Lévy 过程以 Lévy 参

数 ( )0 2α α< ≤ 为表征，当 2α = 时，即可得到高斯过程或布朗运动过程。众所周知，在高斯情况下，量

子力学的路径积分方法可以重现标准薛定谔方程。在一般情况下，Laskin 得到了薛定谔方程的分数阶推

广，这是一种新的量子物理的基本方程。分数阶薛定谔方程包含了α 阶 Riesz 导数，而不是标准薛定谔

方程中的二阶 ( )2α = 导数。此外，Laskin 还通过 Fox’s H 函数导出了自由粒子的量子力学核，进而得到

了分数阶平面波函数的方程。在量子力学中，量子力学核是一种特殊的波函数，包含所有经过端点的轨

迹的总和，完整的分数阶量子力学核可以描述分数阶量子力学系统的演化过程。 
目前，Laskin 在分数阶量子力学的框架中提出了一个自由粒子量子核的新方程。他利用重整化群技

术研究了自由粒子核的标度性质，得到了自由粒子量子核的 Laplace 变换、能量–时间变换、格林函数和

动量表示[7]。在文献[8]中，Laskin 提出了时空分数阶薛定谔方程，鉴于自由粒子的波函数表示十分复杂，

他对量子核的坐标表示进行了 Laplace 变换、Fourier 变换和 Fox’s H 函数的 cosine 变换。然后给出了较简

洁的自由粒子量子力学核的 H 函数表示形式，以此验证了时空分数阶量子力学违背了量子叠加定律。由

此可见，分数阶量子力学核的变换可以帮助我们简化分数阶量子力学中的一些计算结果，有助于研究分

数阶量子力学的性质。同时，分数阶量子力学核的变换能提供关于路径积分的物理信息，进而会有更广

泛的应用(束缚态方程、散射问题、量子效应等) [9] [10] [11] [12]。本文借助无限深方势阱中量子力学核

的 H 函数表示和路径积分形式，得到无限深方势阱中自由粒子量子力学核的变换，包括 Laplace 变换、

能量–时间变换和动量表示，为进一步研究分数阶量子力学问题提供有力的工具。 

2. 量子力学核的 Laplace 变换 

考虑粒子在无限深方势阱中运动，势能 ( )V x 定义为 

( )
0,           ,

,          ,

x l
V x

x l

 ≤= 
∞ >

                                    (1) 
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无限深方势阱的量子力学核已经给出[13] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
2 2 1 ,L b b a a L m b a a L m b a a

m
K x t x t K x t x t K x t x t

∞

+
=−∞

 = − ∑                    (2) 

其中， 

2 ,           2 ,
2 ,           2 1,

b
r

b

lr x r m
x

lr x r m
+ =

=  − = +
                               (3) 

( ) ( )0
2L m b a aK x t x t 表示起点在 ( ),a ax t ，终点在 ( )2 ,m bx t 的自由粒子的量子力学核， ( ) ( )0

2 1L m b a aK x t x t+ 表

示起点在 ( ),a ax t ，终点在 ( )2 1,m bx t+ 的自由粒子的量子力学核。 
根据自由粒子量子力学核的 H 函数表示[5] 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
1,1 , 1,1 20 1,1

2,2 1,1 , 1,1 2
1 1 ,L b b a a b a

b a b a

K x t x t H x x
x x iD t t

α
α

αα

  
 = −  − −   





            (4) 

等式(2)可以写成 H 函数的形式 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
1,1 , 1,1 21,1

2,2 2 1,1 , 1,1 2
2

1
1,1 , 1,1 21,1

2,2 2 1 1,1 , 1,1 2
2 1

1 1

1 1                          .

L b b a a m a
m m a b a

m a
m a b a

K x t x t H x x
x x iD t t

H x x
x x iD t t

α
α

α

α
α

α

α

α

∞

=−∞

+
+

     = −   − −    
    − −   − −   

∑ 







         (5) 

根据 Laplace 变换的定义 

( ) ( )
0

, ; d e , ; ,s
L b a L b aK x x s K x xττ τ

∞ −= ∫                         (6) 

这里 b at tτ = − ，并且无限深方势阱的量子力学核由等式(5)给出。应用 H 函数的级数展开[14] [15]，我们

可以得到 

( ) ( )

( )

11

2
02

1

2
02 1

1
11 1, ;

1 1 !
2 2

1
11 1                        

1 1 !
2 2

kk

L b a m a
m km a

k

km a

k

K x x s x x
k kx x k iD

k

x
k kx x k iD

α

α

α

α

α
α

α
α

+
∞ ∞

=−∞ =

∞

=+

 + Γ   −      = −   + −−        Γ Γ       
+ Γ  −   −  + −−      Γ Γ   

   

∑ ∑

∑











( )

1
1

1 0

11

2
02

 d e

1 11 11 1                    
1 1 !

2 2

1                        

k
k

s
m a

kk

m a
m km a

x

k k
s x x

k ks x x k iD

x

τ α

α

α

τ τ

α α
α

α

+
+

−∞ −
+

+
∞ ∞

=−∞ =


   − ×   


 + +   Γ Γ −     −        = −   + −−        Γ Γ       

−

∫

∑ ∑ 



( )
11

2 1
02 1

1 11 1 1 ,
1 1 !

2 2

kk

m a
km a

k k
s x x

k kx k iD

α

α

α α
+

∞

+
=+

+ +    Γ Γ −     −        −   + −−        Γ Γ        

∑ 



  (7) 
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这里运用了公式 

1 1 1

0

1d e 1 .
k k

s ksτ α ατ τ
α

+ +
− −∞ − + = Γ − 

 ∫                                (8) 

利用 H 函数的定义[16]， ( ), ;L b aK x x s 的 Laplace 变换可以写成 H 函数的形式 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
1,1 , 0, 1 , 1,1 21,2

3,2 2 1,1 , 1,1 2
2

1
1,1 , 0, 1 , 1,1 21,2

3,2 2 1 1,1 , 1,1 2
2 1

1 1, ;

1 1                        .

L b a m a
m m a

m a
m a

sK x x s H x x
s x x iD

sH x x
s x x iD

α
α α

α

α
α α

α

α

α

∞
−

=−∞

−
+

+

     = −  −     
    − −  −     

∑ 









           (9) 

当 2α = 时，利用 H 函数的级数展开，我们得到了标准量子力学中无限深方势阱自由粒子核的 Laplace
变换 

( ) 2 2 1
2 2, ; exp exp ,

2 2L b a m a m a
m

M Ms M MsK x x s x x x x
si i si i

∞

+
=−∞

     = − − − − −            
∑

   

      (10) 

这里 M 是粒子质量。
 

3. 量子力学核的能量–时间变换 

在分数阶量子力学中，分数阶固定–能量的振幅 ( ), ;L b aK x x E 具有重要作用，它是核函数

( )L b b a aK x t x t 关于时间变量的 Fourier 变换， 

( ) ( ) ( ), ; d e ,b a

a

iE t t
L b a b L b b a at

K x x E t K x t x t
∞ −= ∫                          (11) 

固定–能量振幅 ( ), ;L b aK x x E 和核函数 ( )L b b a aK x t x t 通过反 Fourier 变换相互关联[6] 

( ) ( ) ( )1 d e , ; .
2

b aiE t t
L b b a a L b aK x t x t E K x x E

∞ − −

−∞
=

π ∫ 



                     (12) 

为了使积分收敛，我们必须将能量以无穷小的量η移动到上半复平面，则分数阶固定–能量的振幅

( ), ;L b aK x x E 可以写成 

( ) ( ) ( )*, ;L b a n b n a
n n

iK x x E x x
E E i

φ φ
η

=
− +∑ 

,                         (13) 

其中， ( )n xφ 是一维无限深方势阱分数阶薛定谔方程本征值 nE 的本征函数。等式(13)中能量 E 的小 iη位

移可以被认为是附加到每一个能量 nE 上的，这些能量在实际能量轴下以一个无穷小的值移动。对等式(12)
进行 Fourier 变换， iη 位移保证了当 b at t< 时，闭合轮廓内没有极值点使量子力学核消失。另一方面，对

于 b at t> ，下半平面上的极点通过 Cauchy 留数定理给出了分数阶量子力学核(13)的谱表示。 
借助自由粒子的积分形式[5] 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 d exp ,
2

b a b a
L b b a a

p x x D t t p
K x t x t p i i

α
α∞

−∞

 − − = − 
π   
∫
  

               (14) 

等式(5)可以写成路径积分形式 
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( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2 1

1 d exp
2

1                         d exp .
2

m a b a
L b b a a

m

m a b a

p x x D t t p
K x t x t p i i

p x x D t t p
p i i

α
α

α
α

∞ ∞

−∞
=−∞

∞ +

−∞

  − −  = −  
π   

 − − − − 
π   

∑ ∫

∫

  

  

                (15) 

因此，将等式(15)带入等式(11)中可以得到 

( ) ( )

( )

2

0

2 1

1, ; d e d exp
2

1                        d exp ,
2

m aiE
L b a

m

m a

p x x D p
K x x E p i i

p x x D p
p i i

α
ατ

α
α

τ
τ

τ

∞∞ ∞

−∞
=−∞

∞ +

−∞

  −  = −
π    

 −  − − 
π   

∑∫ ∫

∫



  

  

               (16) 

其中 b at tτ = − 。通过简单的计算，上述等式可以写成 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

0

2 1 2 1

0

1, ; exp exp d
2

1                        exp exp d .
2

m a m a
L b a

m

m a m a

p x x p x xiK x x E i i p
E D p

p x x p x xi i i p
E D p

α
α

α
α

∞ ∞

=−∞

∞ + +

     − −= + −        π −       
    − − − + −        π −        

∑ ∫

∫



  



  

        (17) 

现在考虑 0E < 的情形，利用公式 

( )

( ),11,1
1,1 ,1

,
1

z a H az
az

β β αβ α α
α β α

−  =   +
                              (18) 

则等式(17)可以改写成 

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )

2

0

2 1

0

0,1
21,1

1,10
0,1

1, ; cos d

1                        cos d

                     cos d

m a
L b a

m

m a

m a

p x xiK x x E p
E D p

p x xi p
E D p

p x xDi H p p
E E

α
α

α
α

αα

∞ ∞

=−∞

∞ +

∞

  −=   π −  
 − −  π −   

    −  = −   π      

∑ ∫

∫

∫



 



 



( )

( ) ( )0,1
2 11,1

1,10
0,1

                        cos d ,

m

m ap x xDi H p p
E E

αα

∞

=−∞

∞ +





   −   − −   π        

∑

∫


               (19) 

应用 H 函数的性质[15]以及它的 Fourier-cosine 变换[17]，等式(19)可以写成 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1
1,1 , 1,1 22,1

2,3 2 1,1 , 1,1 , 1,1 22
2

1
1,1 , 1,1 22,1

2,3 2 1 1,1 , 1,1 , 1,1 22
2 1

, ;

                         .

L b a m a
m m a

m a
m a

i EK x x E H x x
E x x D

i EH x x
E x x D

α
α

α
α

α
α

α
α

α

α

∞

=−∞

+
+

     = − − 
−     

    − − −  
−     

∑ 







           (20) 

当 2α = 时，根据 H 函数的性质，并且运用公式 
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( ) { }1,0 1
0,1 ,

1 exp ,b
bH z z zβ β
β β

−  = −                                (21) 

等式(20)可以转变为 

( )
1 1

22 2

1 1

2 12 2

, ; exp

                        exp .

L b a m a
m

m a

M E EK x x E i x x
D D

M E Ei x x
D D

α α

α α

α α

α α

−
∞

=−∞

−

+

       = − − − − −   
      

      + − − − −    
      

∑
  

  

               (22) 

等式(20)即为无限深方势阱中自粒子的能量时间变换。能量–时间变换可以帮助求解 delta 函数摄动

下分数阶量子系统的本征值问题(更多细节参见参考文献[18])，从而更好地研究量子粒子的性质。因 
此，能量–时间变换对于解决量子粒子问题具有一定的价值。 

4. 量子力学核的动量表示 

根据波函数在动量空间中的演化，量子力学核的动量表示 ( )L b b a aK p t p t 可以用量子力学核的坐标表

示 ( )L b b a aK x t x t 得到[7] 
( ) ( )d d e ,b b a aip x ip x

L b b a a b a L b b a aK p t p t x x K x t x t− += ∫                        (23) 

这里 b at t> ，并且当 b at t≤ 时， ( ) 0L b b a aK p t p t = 。 
现在考虑无限深方势阱中自由粒子的量子力学核(15)， 

( ) ( ) ( )

( ) ( )

2

2 1

2
2

2 1
2 1

1 d d e d exp
2

                         d d e d exp

         

b m a a

b m a a

m a b aip x ip x
L b b a a m a

m

m a b aip x ip x
m a

p x x D t t p
K p t p t x x p i i

p x x D t t p
x x p i i

α
α

α
α+

∞ ∞− +

−∞
=−∞

∞ +− +
+ −∞

  − −  = −  
π    

 − − − − 
  

∑ ∫ ∫

∫ ∫

 

 

  

 

( ) ( ) ( )2 2 1             2 exp .b a a
a m a m

m

D t t p
i p p p p

α
α δ δ

∞

+
=−∞

 −  = π − − − −  
  

∑ 



     (24) 

等式(24)中 delta 函数的存在表明量子粒子的动量不改变，即核 ( )L b b a aK p t p t 支持力矩守恒定律。从

上述等式可以看出，动量空间中自由粒子的量子力学核是用指数函数表示的，而在坐标表示中它用的是

Fox’s H 函数或者较复杂的积分表示，则量子力学核的动量表示可以帮助我们简化符号。 
当 2α = 时，等式(24)可以转化成 

( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 12 exp .
2

b a a
L b b a a a m a m

m

t t p
K p t p t i p p p p

M
δ δ

∞

+
=−∞

 −  = π − − − −  
  

∑ 



         (25) 

5. 结论 

在分数阶量子力学体系下，本文研究了无限深方势阱中自由粒子量子力学核的 Laplace 变换、能量–时

间变换和动量表示。基于无限深方势阱中自由粒子的量子力学核，借助 Fox’s H 函数的性质以及级数展

开形式，得到了量子力学核的 Laplace 变换(9)，再利用积分变换计算出量子力学核的能量–时间变换(22)
和动量表示(24)。由此可见，量子力学核的变换形成了结构良好的符号表示，这有助于研究分数阶量子力

学的性质。同时，量子力学核的变换能提供关于路径积分的物理信息，进而解决更多的物理模型问题。

本文的结果包含了标准量子力学中的结果作为特例。 
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