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摘  要 

讨论了可数个各类定向集乘积序的性质，得到了可数个弱定向集(拟定向集，定向集)的乘积也是弱定向

(拟定向集，定向集)的这一结果。引入拟网与弱网接触点以及收敛的概念，由此探究了拟网与其拟子网(弱
子网)之间的联系，对拟网与弱网收敛性进行了更为深刻的刻画，证明了拟网(弱网)关于紧空间的一个收

敛结果；提出了严格拟定向集和严格弱定向集这一概念，在此基础上推广到严格拟网以及严格弱网，对

各类型网与子网的关系进行了刻画。 
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Abstract 
This paper discusses the nature of the product sequence of several kinds of directional sets, and 
obtains the result that the product of several weak directional sets (proposed set, directional set) 
is also weakly oriented (proposed set, directional set). The concept of the contact point and con-
vergence between the proposed net and the weak net is introduced, thus the connection between 
the proposed net and its proposed subnet (weak subnet) is explored, the convergence between the 
proposed net and the weak net is depicted more deeply, and the convergence result of the pro-
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posed net (weak net) is proved to be a convergence of tight space. 
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1. 引言与预备知识 

在文献[1]中提出了弱网与拟网的概念，并且系统地讨论了弱网与拟网的收敛性。除此之外，类比拓

扑空间中子网的概念，引入了弱子网与拟子网的概念，对弱网与拟网与其各类型子网之间的收敛关系进

行了简单刻画。在文献[3]-[10]中，网在拓扑空间中的收敛已经取得了一些成果；文献[11] [12] [13] [14] [15]
中讨论了子网收敛。那么有关弱网与其各类型子网之间是否有更多的联系？收敛关系能否进行更深层的

刻画？本文将就这些问题进行探究。 
定义 1 [1]一个传递序集 ( ),S  称为是一个弱定向集，如果 ,x y S∀ ∈ ， z S∃ ∈ ，使得 x z 且 y z ；

具有自反性的弱定向集称为拟定向集，即拟序集 ( ),S  称为是一个拟定向集，如果 ,x y S∀ ∈ ， z S∃ ∈ ，

使得 x z 且 y z 。 
定义 2 [1]设 X 是一个非空集合，称映射 :f S X→ 是 X 上的一个弱网(或者拟网)，如果 ( ),S  是一个

弱定向集(或者拟定向集)。记为{ } S
xδ δ∈

，其中： ( )x fδ δ=  ( Sδ∀ ∈ )。 
定义 3 [1]设{ } S

xδ δ∈
和{ }yα α∈∆

为拓扑空间 X 中任何类型的两个网，若存在映射 :J S∆ → ，使得

α∀ ∈∆，有 ( )Jy xα α= ，并且满足下列两个条件： 

( )1SN  1 2,  α α∀ ∈∆ ，若 1 2α α ，则 ( ) ( )1 2J Jα α ； 

( )2SN  ,Sδ α∀ ∈ ∃ ∈∆，使得 ( )Jδ α 。 
根据{ }yα α∈∆

的类型，称{ }yα α∈∆
为{ } S

xδ δ∈
的子网、拟子网或弱子网。 

定理 1 [1] (1) 具有自反性的传递序集是拟序集；(2) 具有反称性的拟序集是偏序集。 
定理 2 [2] 设 X 为一拓扑空间， A X⊂ ，则 x A∈ 当且仅当 ( )U x∀ ∈ ，U A∩ =∅；其中 ( )x 是

点 x 的邻域系， A 为 A 的闭包。 
在本文中，如果没有特别申明，所涉及的其它符号、概念、定理都来自于文献[2]。 

2. 拟网(弱网)与其子网 

定义 4 设 ( ){ } 1
,

n
i i i

X
=

 是 n 个传递集，在笛卡尔积 1
n

ii X
=∏ 上定义的关系“ ”称为 n-乘积序，如果

对于 ( )1, nx x x∀ =  ， ( )1 1, n
n iiy y y X

=
= ∈∏ ， x y 当且仅当 ( ) 1i i n∀ ≤ ≤ ，有 i i ix y 。这时称有序偶

( )1 ,n
ii X

=∏ 
是 ( ){ } 1

,
n

i i i
X

=
 的乘积，并且每个都称为是 ( )1 ,n

ii X
=∏ 

其的乘积因子(简称因子)。其中：n 是

不小于 2 的自然数或者是正无穷大 +∞。 
根据上述定义，有如下定理： 
定理 3 有限个或者可数个弱定向集(拟定向集，定向集)的乘积也是弱定向(拟定向，定向)的。 
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证明 仅对 n 是不小于 2 的自然数进行证明。当 n = +∞时，证明方法完全类似。 
(1) 设每个 ( ),i iX  是弱定向集 ( )1, ,i n=  。因为对于 ( )1, , nx x ，( )1, , ny y ，( )1 1, , n

n kkz z X
=

∈∏ ，

如果 ( ) ( )1 1, , , ,n nx x y y   并且 ( ) ( )1 1, , , ,n ny y z z   ，由定义 4， i i ix y 并且 i i iy z ，再由弱定向的

传递性，有 ( )1, ,i i ix z i n=  。因此， ( ) ( )1 1, , , ,n nx x z z   。从而， ( )1 ,n
ii X

=∏ 
是弱定向的。 

(2) 要证明 n 个拟定向集的乘积是拟定向集，由定理 1，只需证明：乘积序 是自反的。事实上，

( )1 1, n
n kkx x X

=
∀ ∈∏ ，因为每个 ( ),i iX  是拟定向的，即每个 i 自反，因此 ( )1, ,i i ix x i n=  ，所以

( ) ( )1 1, , , ,n nx x x x   。乘积序 具有自反性。 
同上面(2)的情形一样，要证明 n 个定向集的乘积也是定向集，只需证明：乘积序具有反称性。事

实上，不难证明：乘积对反称性是保持的。因此，结论不证自明。 
现在，引入弱网与拟网接触点以及收敛的概念： 

定义 5 设{ } S
xδ δ∈

是拓扑空间X中的一个拟网(或者弱网)， 0x X∈ ，称{ } S
xδ δ∈

终在U内，如果 0 Sδ∃ ∈ ，

使得 0,  Sδ δ δ∀ ∈  时恒有 x Uδ ∈ ；若{ } S
xδ δ∈

终在 0x 的每一个领域内，则称{ } S
xδ δ∈

收敛于 0x 。 
定义 6 设{ } S

xδ δ∈
是空间 X 中的一个拟网(或者弱网)， 0x X∈ 并且U X⊂ 。称{ } S

xδ δ∈
是常在 U 中的，

如果 0,  S Sδ δ∀ ∈ ∃ ∈ 使得 0δ δ ，并且
0

x Uδ ∈ ；若{ } S
xδ δ∈

常在 0x 的每一个领域内，则称 0x 是{ } S
xδ δ∈

的

一个接触点。 
由此，我们得到了弱网(或者拟网)与其各类型子网之间的收敛关系的如下一些结果： 
定理 4 设{ } S

xδ δ∈
是空间 X 中的一个拟网， ( )( )X⊂ ≠ ∅   ，它使得{ } S

xδ δ∈
常在 的每个元内

并且还使得 内任意两个元之交包含 的一个元，则{ } S
xδ δ∈

有一个拟子网(或者弱子网)终在 的每个

元内。 
证明 因为拟子网是弱子网，存在拟子网即存在弱子网，所以仅以拟子网为例进行证明。 
因 为  内 任 意 两 个 元 之 交 包 含  的 一 个 元 ， 所 以  关 于 ⊂ 为 拟 定 向 集 ， 令

( ){ }, | ,E A S x Aδδ δ= ∈ ∈ ∈ ，由定理 1 可知，E 关于 S × 的乘积序为拟定向集。定义映射 :f E S→ ， 
其中 ( ), Aδ δ→ ，即 ( ),f Aδ δ= 。那么 ( ){ }

( ), ,f A A E
x δ δ ∈

是{ } S
xδ δ∈

的一个拟子网并且终在 的每个元内。事 

实上， Sδ∀ ∈ ， A∀ ∈ ，由于{ } S
xδ δ∈

常在 A 中，所以存在 Sρ ∈ 使得 ρ δ ，并且 x Aρ ∈ 。所以 ( ), A Eρ ∈  
且 ( ),f Aρ ρ δ=  ，所以 ( ){ }

( ), ,f A A E
x δ δ ∈

是{ } S
xδ δ∈

的一个拟子网。又因为 ( ), B Eτ∀ ∈ ，当 ( ) ( ), ,B Aτ ρ 时， 

有 ( ),f Bx x B Aττ = ∈ ⊂ ，所以 ( ){ }
( ), ,f A A E

x δ δ ∈
终在 的每个元内。 

用完全相同的方法，可得如下推论： 
推论 1 设{ } S

xδ δ∈
是空间 X 中的一个弱网， ( )( )X⊂ ≠ ∅   ，它使得{ } S

xδ δ∈
常在 的每个元内

并且还使得 内任意两个元之交包含 的一个元，则{ } S
xδ δ∈

有一个弱子网终在 的每个元内。 
定理 5 设{ } S

xδ δ∈
是空间 X 中的一个拟网， 0x X∈ ，则 0x 为{ } S

xδ δ∈
的接触点当且仅当存在{ } S

xδ δ∈
的

拟子网(或者弱子网)收敛于 0x 。 
证明 因为拟子网是弱子网，存在拟子网即存在弱子网，所以仅以拟子网为例进行证明。 
必要性。设 0x 为{ } S

xδ δ∈
的接触点， ( )0x=  ，则的任意两个元相交为的一个元并且网{ } S

xδ δ∈

常在 0x 的每一个领域内，由定理 4 可知{ } S
xδ δ∈

有一个拟子网终在的每个元内，则该拟子网收敛于 0x 。 
充分性。设{ } S

xδ δ∈
有拟子网{ }yα α∈∆

收敛于 0x ，则 ( )0U x∀ ∈ ， Uα∃ ∈∆，当 Uα α 时，有 y Uα ∈ 。

对于 Sδ∀ ∈ ，由 ( )2SN 可知 *α∃ ∈∆，使得 ( )*Jδ α ，再由定向性， 0α∃ ∈∆ ，使得 0 Uα α 且 *
0α α ，

则存在 ( ) ( )*
0 0J Jδ α α δ=   ，并且 ( )0 00Jx x y Uδ αα= = ∈ 。所以 0x 是{ } S

xδ δ∈
的一个接触点。 

同理可得如下推论： 
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推论 2 设{ } S
xδ δ∈

是空间 X 中的一个弱网， 0x X∈ ，则 0x 为{ } S
xδ δ∈

的接触点当且仅当存在{ } S
xδ δ∈

的

弱子网收敛于 0x 。 
定理 6 设{ } S

xδ δ∈
是空间 X 中的一个弱网(或者拟网)。 Sδ∀ ∈ ，令 { },A x Sδ α α α δ= ∈  ，则 0x 为

{ } S
xδ δ∈

的接触点当且仅当 Sδ∀ ∈ ， 0x Aδ∈ 。 
证明 仅以弱网为例进行证明，拟网情形同理可证。 
必要性。设 0x 为{ } S

xδ δ∈
的接触点，则 Sδ∀ ∈ ， ( )0U x∀ ∈ ， 0 Sδ∃ ∈ 使得 0δ δ ，并且

0
x Uδ ∈ ；

由 Aδ 的定义，
0

x A Uδ δ∈ ∩ ≠ ∅，由定理 2 可知， 0x Aδ∈ 。 
充分性。反证。若 0x 不是{ } S

xδ δ∈
的接触点，则存在 ( )0U x∈ 使得 0x 不常在 U 内，那么 Sα∀ ∈ ，

Sδ∃ ∈ ，当α δ 时，有 x Uα ∉ ；由 Aδ 的定义， x Aα δ∈ ，即 A Uδ ∩ = ∅ ，则 0x Aδ∉ ；这与 0x Aδ∈ 矛

盾，所以 0x 为{ } S
xδ δ∈

的接触点。 
定理 7 设 X 为拓扑空间，X 为紧空间当且仅当 X 中的任意拟网都有收敛的拟子网(或者弱子网)。 
证明 必要性。设{ } S

xδ δ∈
是空间 X 中的一个拟网。 Sδ∀ ∈ ，令 { },A x Sδ α α α δ= ∈  ，则{ } S

Aδ δ∈
是

X 上具有有限交性质的非空闭集族。 
事实上，对于 S 中的任意有限子集{ }1 2, , , nδ δ δ 。由 S 的定向性， Sα∃ ∈ ，使得 ( )1,2, ,i i nα δ =  。

因此
1 1i i

n n

i i
x A Aα δ δ= =
∈ ⊂
 

，所以{ } S
Aδ δ∈

具有有限交性质。由 X 的紧性，
1 i

n

i
Aδ=

≠ ∅


，取 0 1 i

n

i
x Aδ=
∈


，

即 i Sδ∀ ∈ ， 0x Aδ∈ ；由定理 6 可知， 0x 为{ } S
xδ δ∈

的接触点；再由定理 5 可知，{ } S
xδ δ∈

的拟子网(或者

弱子网)收敛于 0x 。 
充分性。设 是 X 的具有有限交性质的一个闭集族。为证 有非空交，我们构造 X 上的一个网如

下：令 { }S δ δ= ⊂ 为非空有限集 ，则 ( ),S ⊂ 是一个拟定向集。 Sδ∀ ∈ ，由于 的有限交性质，则

δ ≠ ∅ 。取 xδ δ∈ ，则{ } S
xδ δ∈

为 X 中的一个拟网。那么{ } S
xδ δ∈

有收敛的拟子网，假设收敛于 0x ，则 0x

为{ } S
xδ δ∈

的接触点。现证 0x ∈ 。 

事实上， F∀ ∈ ，有 { }F Fx x F= ∈ 。由接触点的定义， ( )0U x∀ ∈ ， Sδ∃ ∈ ，使得 { }Fδ ⊃ ，有

x Uδ ∈ 。因为 x Fδ δ∈ ⊂ ，故U F∩ ≠ ∅。则 0x F F∈ = 。因此 0x ∈ ，所以 有非空交，X 为紧

空间。 

3. 严格拟网与严格弱网 

定义 7 称不满足反称性的拟定向集为严格拟定向集；称不满足自反性的弱定向集为严格弱定向集。 
定义 8 称{ } S

xδ δ∈
是一个严格拟网，若 ( ),S  是严格拟定向集；称{ } S

xδ δ∈
是一个严格弱网，若 ( ),S 

是严格弱定向集。 
根据上述定义，我们得到了如下一系列结果： 
定理 8 拓扑空间中任一网都存在一个严格拟子网。 
证明  设 { } S

xδ δ∈
是一个网，构造集合 ( ){ }, ,S Sδ α δ α∆ = ∈ ∈ ，在 ∆ 中定义偏序关系“  ”：

( ) ( )1 1 2 2, , ,δ α δ α∀ ∈∆ ，定义 ( ) ( )1 1 2 2, ,δ α δ α 当且仅当 1 2δ δ ，则 ( )∆ ， 为一个严格拟定向集， 

( ){ }
( ), ,

x δ α δ α ∈∆
为严格拟网。 

设 :J S∆ → ，其中 ( )( ),J δ α δ= ； ( ) ( )1 1 2 2, , ,δ α δ α∀ ∈∆ ，若 ( ) ( )1 1 2 2, ,δ α δ α ，则 

( )( ) ( )( )1 1 1 2 2 2, ,J Jδ α δ δ δ α= = ，故 ( )1SN 真。又因为 Sδ∀ ∈ ， ( ),δ α∃ ∈∆，使得 ( )( ),J δ α δ δ=  ， 
故 ( )2SN 真。所以 ( ){ }

( ), ,
x δ α δ α ∈∆

为{ } S
xδ δ∈

的拟子网。 

定理 9 严格拟网不存在子网。 
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证明 反证。设{ } S
xδ δ∈

为一严格拟网，{ }yα α∈∆
为{ } S

xδ δ∈
的一个子网；则 1 2,α α∀ ∈∆， 1 2, Sδ δ∃ ∈ 使

得 ( )1 1Jδ α= ， ( )2 2Jδ α= ；由反称性，当 1 2α α ， 2 1α α ，有 2 1α α= ，此时有 ( ) ( )1 1 2 2J Jδ α α δ= = ，

( ) ( )2 2 1 1J Jδ α α δ= = ， ( ) ( )1 1 2 2J Jδ α α δ= = = ；这与{ } S
xδ δ∈

是严格拟网矛盾，所以严格拟网不存在子

网。 
定理 10 严格弱网不存在子网和拟子网。 
证明 因为子网就是拟子网，不存在拟子网即不存在子网，所以仅以拟子网为例进行证明。 
反证。设{ } S

xδ δ∈
为一严格弱网，{ }yα α∈∆

为{ } S
xδ δ∈

的一个拟子网；则 ,  Sα δ∀ ∈∆ ∃ ∈ ，使得 ( )Jδ α= ；

由 ( )1SN 可知，当α α 时，有 ( ) ( )J Jδ α α δ= = ；这与{ } S
xδ δ∈

是严格弱网矛盾，所以严格弱网不存

在拟子网。 

4. 结束语 

在引入了弱子网与拟子网的基础上，继续对弱网与拟网的收敛性进行研究，得到了几个有关子网收

敛的等价条件。在此基础上赋予拟网与弱网更为严格的定义，引出严格拟网与严格弱网的概念，并得到

了严格型网与其子网的几个存在刻画。 
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