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摘  要 

本文在运用晶格动力学和Hardy能量通量公式得到单原子层薄膜的晶格振动的频率、原子位移、原子动

量、晶格振动能量，非和谐势能和能量通量等公式，在此基础上运用Green函数理论和Green-Kubo公式

推导单原子层薄膜的声子谱线宽度公式和热传导系数公式，结果表明单原子层薄膜的热传导系数为所有

声子的热传导系数之和，而单个声子的热传导系数与其速度、声子能量、声子寿命或自由程密切相关。 
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Abstract 
The formulas for lattice vibration frequency, atomic displacement and momentum, lattice vibra-
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tion energy, an harmonic potential energy and energy flux of lattice vibration in single atomic 
layer film are derived in this paper on the basis of the lattice dynamics theory, and then the for-
mulas for phonon line width and thermal conductivity are derived with the aid of Green function 
theory and Green-Kubo formula. The result shows that the thermal conductivity of the film is the 
sum of contribution from every single phonon which is closely related to phonon’s velocity, energy 
and lifetime or free path. 
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1. 引言 

以石墨烯为代表的单原子层薄膜，由于独特的结构和各种优异的性质，在诸多领域中具有广阔的应

用前景，已成为研究热点[1] [2] [3] [4]。随着制造工艺与技术的进步，微米纳米电子器件的集成度进一步

提高，从而导致其热效应愈加严重，散热问题更加突出。单原子层薄膜是新型纳米电子器件中的重要材

料，由于它们的性质与大块材料截然不同，因此我们必须对它们的热传导性质进行深入研究，这对于纳

米电子器件的散热设计有着非常重要的意义。 
国内外已经有许多关于单原子层薄膜热学性质理论研究的报导，其中分子动力学模拟是一种常用方

法。分子动力学模拟[3] [4] [5]建立在牛顿力学的基础上，通过对多原子的运动方程进行求解来计算热性

质。例如李保文等人[5]用分子动力学模拟方法研究了石墨烯的热传导率，发现石墨烯的热导率随着其尺

寸长度的增加而增加。但分子动力学存在一些局限性，如，由于纳米电子器件的材料尺寸很小，再加上

低温等因素，肯定会存在量子效应，而由于分子动力学一般不考虑量子效应，必然会带来较大的计算误

差；分子动力学模拟的计算量非常大，计算时间长，对计算机要求高；分子动力学只能得到数值计算结

果，难以根本上从数值计算结果中分析物理机制。 
本文将推导单原子层薄膜的热传导系数公式。首先求解晶格动力学问题，得到晶格振动频率、原子

位移、原子动量、晶格振动能量、群速度和非和谐势能公式；然后将非和谐势能作为微扰，利用 Green
函数理论，推导声子线宽公式；最后根据 Hardy 能量通量公式推导单原子层薄膜的能量通量公式，再结

合 Green-Kubo 公式得到其热传导系数公式，为对单原子层薄膜的热传导性质进行数值计算做准备。 

2. 单原子层薄膜的晶格动力学理论 

设单原子层薄膜具有正方结构，晶格常数为 a。在 x 和 y 方向都有 N 个质量为 m 的原子，并采用玻

恩–卡曼循环边界条件。为了方便计算，原子间的相互作用采用 M-P 模型[6]，即只考虑最近邻原子间的

相互作用，并且原子间径向力常数与切向力常数相同，表示为 k。设原子在薄膜中所处的位置为 al ，其

中， ( ),x yl l=l 。在和谐近似下，求解晶格动力学问题，可得以下声子频率、晶格振动能量、原子位移和

动量公式。 

( )2 2 2 cos cosk x y
k k a k a

m
ω = − −                                   (1) 
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其中， k 为波矢，σ 为晶格振动的偏振方向即声子的偏振方向，ωk 为晶格振动频率，其中 a σ
+
k 、 a σk 表

示声子的产生与湮灭算符，a aσ σ
+
k k 是声子数算符，用 n σk 表示， A a aσ σ σ

+
−= +k k k ，B a aσ σ σ

+
−= −k k k 。根据

晶格动力学计算可知，在 M-P 模型中，单原子薄膜有三个声学支，对应晶格振动的三个不同的偏振方向，

σ 可为 x、y 和 z，但不论声子偏振方向为何，晶格振动频率即声子频率只取决于波矢 k 而与声子偏振方

向无关，因此根据玻色统计可知，声子布居数 n σk 也只与波矢有关而与偏振方向无关，可记为 nk 。 
热传导性质与原子间的非和谐势能有关，通常只需计算三阶非和谐势能，在 M-P 模型下，三阶非和

谐势能为 

( ) ( ) ( ) ( ){ }3 3

,
, 1, , 1 ,

6 x y

x y x y x y x y
l l

H u l l u l l u l l u l lσ σ σ σ σ
δ    ′ = − − + + −   ∑                   (5) 

其中，δ 为三阶力常数。将晶格原子位移公式代入(5)式中，可得 

( ) ( ) ( ) ( ), ,
kk k

H V A A Aσ σ σ σ
′ ′′

′ ′ ′′ ′ ′′= ∑ k k k k k k                              (6) 

其中，当对于所有的 , ,x y zσ = ，都有 ( ) a
σ

′ ′′+ +k k k 为 2π 的整数倍时， ( )′ ′′∆ + +k k k 为 1，其它时候

为 0。 
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( ) ( ) ( )
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3. 声子 Green 函数 

在考虑三阶非和谐势能的情况下声子 Green 函数[7] 

( )
( )

, ,
, 2 2 2

AAG
M

σ σ
σ σ

σ

ω δ δ
ω

ω ω ω ω
′ ′−

′ ′ =
 π − − 

k k k
k k

k k k

                              (8) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2

1 2 1 2

3 1 2 3 1 22

18 , , , , ,M V V A t A t A t A tσ σ σ σ σ ωω π ′ ′= −∑k k k q q
k k q q

k k k q q k


             (9) 

根据解耦公式[8]，并考虑到声子存在线宽的情况下有以下相关函数 

( ) ( )0 ei t ta t a n σω
σ σ σσδ δ −Γ+

′ ′ ′ ′= k k
k k kk k                               (10) 

( ) ( ) ( )0 1 ei t ta t a n σω
σ σ σσδ δ −Γ+

′ ′ ′ ′= + k k
k k kk k                             (11) 

可得 
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可以将 ( )M σ ωk 分解为实部和虚部之和，即 ( )M iσ σ σω = ∆ − Γk k k 。声子 Green 函数极点的实部表示声

子频谱，极点的虚部则表示声子谱线宽度[7]  

( )( ) ( )

( ) ( )
1 2 1 2

2 1
1 2

1 2 1 2

2
1 2

2 2 22

; ;72 1 1
2 2 2

V
n n σ σ

σ

σ σ

ω ω ω

ω ω ω ω±

± Γ + Γ −    Γ = + ± +            − ± + Γ + Γ   
∑∑

k k k k
k k k

k k
k k k k

k k k



            (13) 

上式是声子谱线宽度的迭代计算公式，设置声子谱线宽度的迭代初值后，经过有限次迭代计算，就可以

得到声子谱线宽度的准确计算结果。由于在 M-P 模型中声子频率、布居数及 ( )1 2; ;V −k k k 等与偏振方向

无关，所以上式迭代计算的结果 σΓk 即声子线宽也与偏振方向无关，而只与其波矢有关，因此可将(10)
式、(11)式及上式中的 σΓk 、

1σ
Γk 和

2σ
Γk 分别记为Γk 、 1

Γk 和
2

Γk 。 
若将(13)式中的

1 2
Γ +Γk k 取为 0+，(13)式就可变为 Maradudin 的声子线宽公式[6]，Maradudin 在进行

数值计算时，用一个常数取代 0+，如果常数选择太小，声子之间不会进行足够的碰撞，如果选择较大，

则可能让一些本来无法碰撞的声子发生碰撞，从而产生误差。Turney [9]等人建议选择
1 2

Γ +Γ + Γk k k 替代

Maradudin 声子线宽公式中的 0+，相当于在(13)式中用
1 2

Γ +Γ + Γk k k 代替
1 2

Γ +Γk k ，肯定会带来热传导系

数计算结果的误差。(13)式是我们经过严密的推导得到的，很明显比 Maradudin 和 Turney 等人的公式更

为合理。 

4. 单原子层薄膜的能量通量公式 

可用 Green-Kubo 公式[10]计算𝑥𝑥方向的热传导系数 xκ  

( ) ( )
2

dB
x x x

k t S t S t
V
β

κ
∞

−∞
′= ∫                                  (14) 

其中， ( )xS t 为 x 方向的能量通量。 
在固体物理中广泛运用 Hardy 能量通量公式[11]计算能量通量 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
,

1 , ,
2 j j

i j
i j p i p i V p i V p i

i m σ σ σ σ
σ

   = − +      ∑ ∑S R R


                 (15) 

其中， jV 表示与原子 ( ),x yj l l= 有关的相互作用势能，原子 i 的平衡位置和动量分别用 ( )iR 和 ( )ip 表示，

动量在σ 方向分量的算符定义为 ( ) ( )p i i u iσ σ= − ∂ ∂ 。 
现根据 Hardy 公式求解 x 方向的能量通量 xS 。由于 xS 只与 ( ) ( )i j−  R R 在 x 方向分量有关，所以在

计算 xS 时，原子 i 只能是 j 水平方向上的相邻原子 ( )1 1,x yi l l= − ， ( )2 1,x yi l l= + 。由(15)式，得 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1 1 2 2
1 1 2 22

j j j j
x

ji ji

V V V VaS p i p i p i p i
m u i u i u i u iσ σ σ σ

σ σ σ σ σ

 ∂ ∂ ∂ ∂    = + − +    
∂ ∂ ∂ ∂        

∑ ∑ ∑          (16) 

其中 

( ) ( ) ( ) ( ){ }2 2
1 2

1 1
2 2jV k u i u j u i u jσ

σ σ σ σ
σ

= − + −      ∑                        (17) 

其中，第一个 1/2 是因为对 j 求和计算总的系统势能时，对所有原子间相互作用势能重复计算了一次。将

(17)式代入(16)式中，并利用(3)式和声子产生和消灭算符的性质，得 
x

xS n vσ
σ

ω= ∑ k k k
k

                                       (18) 

其中， x
k xv kω= ∂ ∂k ，为声子在 x 方向上的群速度。将(1)式两边对 xk 求导，根据群速度的定义，可得 
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sinx
x

k

kav k a
mω

=k                                       (19) 

可知，在 M-P 模型中声子群速只取决于其波矢，而与其偏振无关。 
由(18)可知，晶格振动的能量通量等于不同模态的所有声子能量通量之和，某种模态的声子能量通量

等于该模态的声子数、单个声子的能量和声子群速度的乘积。 

5. 单原子层薄膜的热传导系数公式 

将(18)式代入(14)式，得到 

( ) ( )
2 2

dx xB
x

k v v t n t n t
V σ σ

σ σ

β
κ ω ω

∞

′ ′ ′ ′−∞
′ ′

′= ∫∑ k k k k k k
k k

                          (20) 

根据解耦公式[8]，以及声子算符性质，(20)式可以变为 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d d 0 0t n t n t t a t a a t aσ σ σ σ σ σ
∞ ∞ + +

′ ′ ′ ′ ′ ′−∞ −∞
′ =∫ ∫k k k k k k                     (21) 

再将(10)式和(11)式代入上式，计算可得到热传导系数公式 

( ) ( )
222 2 1x

B
x

v n nk
V

σ σ

σ

ωβ
κ

+
=

Γ∑
k k k k

k k



                              (22) 

其中，1 Γk 为声子寿命τ k ，
xv Γk k 为声子自由程 xLk ，n σk 为声子布居数。考虑到在 M-P 模型中，声子频

率只与波矢有关而与偏振方向无关，因此上式中声子布居数 n σk 也只与波矢有关而与偏振方向无关，可表

示为 nk ，加之考虑到前面得到的声子群速和线宽也与偏振方向无关的结论，所以，上式中各求和项只与

波矢有关而与偏振方向无关，可以取消对不同的偏振方向 x、y 和 z 的求和，而将对波矢 k 的求和结果直

接乘以 3 倍，最终结果也可表示为 

( )
2

2 23
1x xB

x
k L v n n
V
β

κ ω= +∑ k k k k k
k
                                (23) 

由上式可知，声子对热传导系数的贡献取决于群速度、声子自由程、声子数和单个声子能量，其中，声

子自由程与声子谱线宽度和声子寿命密切相关。 

6. 结论 

本文运用 Hardy 能量通量公式，并根据单原子层薄膜的晶格振动频率、群速度、原子位移公式和动

量公式推导了单原子层薄膜的晶格振动能量通量公式，在此基础上运用 Green 函数理论推导了声子线宽

公式，该公式相对于 Maradudin 和 Turney 等人的公式更为合理，最后用 Green-Kubo 公式推导了单原子

层薄膜的热传导系数公式，为后续的数值计算打下了基础。由于后续的数值计算完全建立在我们已经得

到的解析公式基础上，因此对计算的条件要求比较低，计算速度比较快，可以对原子或分子数较大的体

系进行模拟计算，同时也适用于存在量子效应的场合，得到的结果误差较小。更重要的是借助于通过晶

格动力学推导得到的有关热传导系数的公式，我们可以对各个声子对热传导系数的贡献进行分析，从而

更加深入地探究单原子层薄膜中热传导性质的物理机制。 
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